| г. 7. Ряд >2а„?2“сходится равномерно в круге |2|<” при << К 





о 


Ряды. 





_Т.Г. Если в полном нормированном векторном пространстве ряд р а 


сходится абсолютно, то он. сходится, причем ра. |< > арх 
Т.2.(Признак сравнения.) Пусть |1 |< “ви, Вне В, 2вп сходится. Тогда 
п абсолютно сходится и 2 в! 21. 
Т.3.(Признак Вейерштрасса. р Пусть 1 :М—С (где Моб), Уп \У2е М 
14. 21 < 6, ЕЁ где в; сходится. Тогда 2 4{/ сходится 
равномерно на М. | 
1.4 ‘Два определения верхнего предела т Ди (ал ЕК) эквивалентны: 


°т) Шт а, - наибольшая предельная очка последовательностий, 
2) (ст ОЗ ФЕ т Ир Я | 
ЛИ => и> 


т. 5.(Признак Е але ©, ее я \Ла,Г. Тогда: 
‹ <4= 2а, абс. сходится; (>41 => > а, расходится. 
1.6. ‚(Формула Коши - Адамара)_Радиус сходимости степенного ряда 2. ант 
В 4 о ряд абс. сходизся при 121< К 
(т “ИТА,г ^ и расходится при \2|> К. х 


{где ® - радиус сходимости)... 








| И 
в . 1 Аа + | ь > ее т 
Т.8. а). (и | Ма, < (Ст | Е” В) т - ы в 
Т.обр. радиус сходимости => д, 2“ есть Р= Ги аа а 
и+4 а... 


(если этот предел существует !). | 
Т.9. При ВЕ 2. радиус сходимости яя 2“ равен 1. Опишите поведение 
ряда при \2\=Г. — | 
1.10. Найти радиусы сходимости: Га п= 
а) > п!|.2й: ое к ее = 69: 
Т.1Т. Пусть В - радиус сходмости а Аи аи. ‚Найти радиус и 


(1-1 @&,!) 
т. ть ов, равномерную сходимость: 


Е. ь . 
а) > Е Ы при {акт > :в)2 41)” при Ке(2)>4>0. 
т.т. Пусть + :[4, ,>>) т Р' интегрируема по ты. и монотонно 
убывает. Тогда: г (24% сходится <= — { (п) сходится. 





.Т.Щ№. Доказать равномерную сходимость (при Ве» 81): 


-2 
а, _ Зал ами 4 
12% (преобразование Абеля) Пусть Ал ры - а = 


Те 
Т.16.Пусть ап» ЕК ‚причем вт> в>> ав >0и И.А, НИ, МЗ. 
Тогда м. в, < 2 ак 6к = М. "в, 








1.17, Пусть > АЕ” с радиусом №= и @, сходится. 
Тогда 24,2“ сходится равномерно при =е [0,1] и 
т са, =, ) = а, 
2-1, 2670,41 и : 
1.18. Пусть |=.| = В - радиус сходимости 2 4и2” ‚и ряд 2 а, = 


сходится. ое ое равномерно на отрезке [9 


1.19. Если м К (4+ =) ‚тде «>1, аВ- радиус сходимости 

| -2 аи РП ‚то ряд =а,=" сходится во всех точках |2 |= К 

Г.20. Если а0>ат> ... > ац-ъ(» 10 = аЕ” сходится во всех _ 
точках |2 |. =Т кроме может бЫТЬ Е =Т. . ——==—=^ 


Е, 


Бесконечные произведения . 


Произведение Пал уве ал’ У, сходится, если (и на 0. 
Т.2т. Если а ск" ‚то ча ) сходится => а. сходится. 
1.22. Если и ЕВ” ‚8+4, то > в Снт = П(1-6,) софия. 


ь 1.23. Всли 0 =в<Т, а Вл расходится, то 1(7-в; ) расходится к 0. 


1.24. П(ТНе ) сходится и. П(1+ а_) сходится (а #-т). 


_Т.25. 2\1.(=)| равномерно тии К ограниченной функции (на. 


мнокестве_ М. \ —> п {= )) ВАВБОМеВО сходится на М 
{где Е. (2; гы 4 3. 


1.26. Вы + 2$ 18 |2 сходятся = (аа. .) сходится 


_ (аналогично, для равномерной ое. 


и» ЧЕ = = ) расходится. 
_ 1.28. (4-Е). е ы т равномерно сходится при |2 | < К < >>. 


ее р | 
т. 09. | р ) сходится равномерно во всякой ограниченной 


ВНЕ | области, где Ве(= )>а>1, и равно (=) (сы.Т.14 
Здесь Р -мнохество простых чисел. 
т. 50. Ве(=)?22 = (604 $(2)= Е А 


(тлавное значение логарийма: б092= Ей е"=х, Тт(м) Е [-® ПТ). 
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ТФ. ЗАДАЧИ. 





2.1. Найти точки дифференцируемости для: 


вто Рю = 308: А) в". 
2.2, Полохим е2= е*( со; у+( пу ) для 2 =х+Еу. 
ве = `тодоморфЕа на Си (е> = ей; 
в) е= = = т "=. (1+ )" и обладает обычными свой- 


2 
ствами’ экспоненты: е“=Т, е(21* 22} = 24.0 72 - 


с) функция е периодична с периодом (2пЕ) и взаимно 
однозначна в полосе 1м = © Л И 

р. 4) ее: (ом = {04 и + 479 М (\М20 ) - обратная 

ке" ‚ (глазное, значение логарифма: (09 № =2 при Гм2Е(®) 


2.3. Положим ие = ЕЕ ‚ С052 = р 
2 > 


Эти Функции голоморфны на ( и совпадают с обычными 
ри 96, (05 - на ®@ . Найти их производные. НАЙТИ, где $(п 2-0. 


2.4. а) + {= их < (+ т 2=(х+ | { у), 
х Е. - 
| _ (0, = ад 
(т) ) +2) не голоморбна в точке =, =0; 
(11) и (>. )=0 для всех фе 10,213 (2.=0) __ 
`’ (где производная. пе направлению к в 
42 +же'? )- (=, # 
р (2) = т | 
ф «—0 








“< ий 
20 еле 


в)1(2) = РЕ г - | тв 
1) + (=) не голоморфна в точке =. =0; | 
{ 11) +(2) удовлетворяет условиям Коши - Римана 
. в точке 5, =0. | | 
(111) #(2) голоморфна во всех точках 240, 
с) Существует ли функция (7), удовлетворяющая одновре= 
_ менно условиям (Т),(ТТ),(111)3 
2.5. а) Пусть для голоморфной (2) выполнено: а. а.ре# (= )+. 
+в ИЕ (2) = с, где а,в,с <Ки не все равны 0. Тогда 
"4 (2) = соп&ф. 
в) Пусть для голоморфной 4 (=) : Ре? (2) = Р(ШЁ(2)) 
‚ тде Г (+) строго менотонна и непрерывно дифференцируема 
на ® . Тогда +(2=) = С0И3®. 











м 
® 
о 
% 
3 
© 
о 
ьз 
|“ 
= 
—щь 
В 
мень" 
в 
< 
= 
с 
= 
2 
[4 
Е 
Е 
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| 
3 
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© 
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а) Воли Ве Т(2 }=с или Ги вс, то 1(2 )=соп5* (в ТР), 
| в) Боли (Е И=С или Ако КЕ )=с (где (2 40 вр ),то К 2 )=сон51 
2.7. Найти голоморфную (=), если +(0)=0 и 

а) Ке о = 8“ 966059 = чу) (2 =х-+(и) 

о м а До ии 


х ” Е 279’ 2 
ое Я и (2%) 
2.8. Всякая чисто-действительная или чисто-мнимая) голоморфная 
функция - константа. 
2.9, (Е), (2) толоморфны в связной области 2 (9(2 20в0). 
а)-сзу-+ ‘9 (а) действительна <> +(2) =9(2)+С „где сЕВ. 
В) +=). 92) действительна = +(2)=9(2)С „где сеК. 
| с) {( 2) 92, неотрицательна <=> (2) = 4(2}.С „где се В, с >0.. 
2.10..а)(теорема Лиувилля). Всякая ограниченная и голоморфная в © 
функция - константа. 
в)1(2) голоморбна вби Ве{ (2 )ограничена => {+ - константа. 
2.11.2) голоморфна вби т отраничено (при 2 ->°°) => (=) — 
°’  ролином степени не выше р. 
2.12. Т(=)и (2) толоморбны в связной области ри = 9 а )=0 вр. 
Тогла +(2)=0 или Ч(=2)=0з2, | | 

2.15. а) 12 )толоморфна в точке 2=0 и 1(2)= г (22) для всех [2 << 
_. => +(2)- константа, ы.. 8% . 

’` в)Еели 142) толоморфна в области 2 ‚содержащей => и периодична 
(т.е. для всех Е: (2)= [(2+2)где 20), то Т- константа. 
(Функция (2) голоморфна в <=> ‚если +(=) голоморбна в 0.) 

2.14.Пусть +(=)= 4+(х+1у) голоморфна в 1. Тогда = 
ее (2 зе а ) | Тожчеу> |^ а Е. 
2.15. (теорема о среднем).Пусть {(2) голоморфна в выпуклой области. 
Тогда Уа,веР Чс,4е[а,в| (отрезку, соединяющему а и в ), что 


= а бсКа Е СО Е 1 1 а 








Интегриоование 
5.0. а) Может ли окружность быть образои негладкого 6т-пути? 
у в) Может ли граница квадрата быть образом С^-пути? 
5.Г. а) {(2) голоморфна в односвязной области Р и\(=2)\<ивр. 
ь и = < и. (2.,2, ), где рь (4,22) есть 
никняя грань длин ломаных, соединяющих 
а аи в 
в)Г(=) голоморфна в выпуклой области О, причем Ве(е®. е)>и 
° ДЛЯ всех 2РеЕТ (фне зависит от 2). Тогда 
\ (+=) 42 | > аа |. 
2 








{ А. Е р 
5.2. Пусть 1 (2) голоморфна в полосе |Тиз|<аи Та )—0 при 2 ==> 
с ыы у 14 => 
т 24 ге Е ее 9 ПЕ о т Г : 
вели сходится интеграл += ; зОдах ‚то ухе (-а, я) | (ваг=Т 
я е сы А | г — з>2 . т г: сие >< 
3.3. Пусть 1(2 ) голоморфна в п9лосе \Т^ =\<а ‚тогда: 


\ ав 
а)1(=2)-0 при =-— >> (равномерно при {Тм =| <Я-& ) = 
—> {(Е)->0 при2--= (равномерно там же). 
в)2.4(2)-1 при 2-—>*>( равномерно. вря 'Шм2|<А-&) = 
— р2.[(2)->0 ти Е (равномерно тамже). 
с) Функция © === её голоморфна при \1м2|\ ее 
| 1. 2)ограничена при = -—* => , {С х )> — при хе В,х>0. 
5.4.Пусть + (2) толоморфна в области 42 ‚содержащей ==> (см.2.13). 
.а) (=) имеет первообразную в 2 <> и 2.1(2} = 0. 


| - о | 
в) 1(2) имеет первообразную (2 `{=> у) <=> бо 2(4(2)-#(-))=0 


5.5.ПУСтТЬ К 2 )голоморфна вобласти ф ‚содержащей >=. При этом интег- 
ральная формула Коши принимает следующий вид: 


О (=) - +=), 2Е О 
ат Я ма ке Ее в 


5.6. а) Пусть т (=) ‘толоморфна в кольце) :(рл|2-а\<В). Тотда +{=2) 
представима, причем единственным образом. в виде Кг) =# (2) +42). 
тде ые( 2 )голоморбна в круге |2 -а\< № а+< =) голоморфна при 
ы _  [2таре, в № (55)=0. ы. | 20. 
о 3) То же имеет место, если рассматривать "кольцо" 
р ) с не обязательно круговыми границами (см.рис.) 
5.7.(теорема о т Т(2) голоморфна при|г-а|<К, то для 
о 






"> 5 


всех р< К Е те ОЕ ва р = + (&). Е 
^ 3.8.(принции максимума модуля).Если (2) толоморфна в), (2 )сопя 
то \1(2 )] не может достигать локального максимума внутри о Ы 
5.9, Роли + (2 )=соп5+ на контуре С, содеркащемся вместе о внутрен- 
‘ностью в области ‚где 1 голоморфна, то {(2) постоянна в или 
имеет нуль внутри контура С. ЕЯ 
3.10.(лемма Шварца).Если Р(2_) голоморфна при\2\<7 и, ам, #(0)=0, 
то \Ё(2 )<М:\2| в круге |2| < ХФ. В: 
3.11.Еели{(2) голоморфна в круге \21< В, 2 М, [(0)=0,то | (0) = 
3.12. Пусть +{(=2) голоморфна в круге \#| < №. | | 





а) {риа = [1 а 

Вы }2|=4 | |214 2 

=) | О ее ай а] < 2, 
2-а >: 


|2} 24. (о) а =. ‚ если я 











ТК. — ЗАДАЧИ. | | Е 
‘Ряды Тейлора и Лорана, Особые точки. : 





В с ; 
о \ 9. ы о = 
а) 1124005 & 33) 2ТИ Я уе ©=. 5 


вона, О 

4.2. Ряд ей для 1(2)= Е - (в окрестности нуля) 
есть А; 21, где А.- последовательность Фибоначчи: Аб=АТЕТ, 
Ап. =Ал. с Вычислите коэффициенты А. 

4.3. Пусть, (2)=2а, ЕП в круге!2КК. Тогда для |9кК +(2)= =Р вл (2-а)Н, 
в круге]2-а|<В-8, где в 122. о адьк - а“. (связь коэффициентов 
ряда Тейлора в разных оч я 


4.1. Разложить в ряд Лорана (во всех кольцах голоморбности, включая 


о а ——_—_—_—_—_ а ее ыг° бо 
р ) (1). и 2) } ) ео сеаэ) › 
о ; 4) == е® ; ее #(-#) 


4.5. Пусть — =)= 9(2 ее А - этде 9(2) голоморфиа В кольце “<|2 |< К 
и т<|[5 |< К . Пусть и те не нь =231 ап, 
при |2, <|2|<®. ое В1=а+А. 8)“ П+Т), (Связь коофбициентов 
‘ряда Лорана в равличных Е ) | 
4.6.а) (=)= =— 29" толоморфна при!2|<Т и не голоморфна ни в какой точке 
‚ЕТ {10 ее каждая точка |2|=1 - особая) 
з) К=> )= = —. 2 И толоморфна при \2|<Г и каждая точка \2| =Т особая 
(так как. м (те? )= => при рациональном е ). 
в) (> == _толоморфна при |21< 1 и непрерывна в круге 121 < Та 
` однако кыйдая точка |2|=Т - особая! 27 | 
‘4,7. Пусть + (2) толоморфна при 0<|2-а|<%® и би ПНачре Де = 0. 
о 


Тогда (=) может быть доопределена до функции голоморфной в точке 
^ а (то есть а - устранимая особенность длят {= }). 
4.8. Пусть 1 (2) И 9(=2) толоморфны в точке а, причем {(а)= 3(8)=0. 








_Тотла +2) р #0 (2). {22 
2 9) 25а 9$’ 2—-« (8) 97 (2) 
Е и праскбытия неопределенности типа =с- За 
4.9. Определить характер особенности в точке? а для функций: 
$си 2 . з . 
а) Зы ; но 38) 099 (А) $ (05 (8) 


вби Се 9 ее Па) 
4.Т0. Найти полюсы (и определить их порядок): 





а 2 $(и2 4 
— ЕВ $ 24 а, } 3) 192 э 552 Е НЫ 


с) 5ий = = $(иа 3. аа ;4)2. Се* В 
4.11. а)({+(=) голоморфна в © и имеет полюс порядка | в точке ее 


< (Т(2) - полином степени р). 
в) (Г(=) не 'ИМоет в @ =6(1->} особых точек кроме полюсов) <=> 
— # { ( =) рано функция (частное от деления 2-х и 


г = о 5 те 25 зов Фе А: 


р. 2 жа о ии ЕН а 
| 3 | 











вима в виде где ву (=)ип{= ) голоморбны в точкез 
_. причем а (а) 0, а п (2) имеет в точке а нуль порядка р. 
413. Нели функциит(е) и 9 {2 ) имеют в точке -ополюс порядка пик 
соответственно, то функция Р(2 )= + (а 2)) имеет точке ==> 


полюс порядка п.к. 
4.14. Пусть 4 (2) голоморфна в точке а и д (а)=в. 
а)Если в - полюс порядка п функции + (= ),то а есть полюс поряд- 
ка (п+к) функции (2 )={ ( 9(2)),где к - порядок нуля функ- 
ции (4{(2)-в) в точке а. | 
в) Если в - существенно особая точка. бункциии (2 ),то а - сущес- 
и твенно особая точка функцииГ (= )= { (а а И | 
4.15. Пусть а - предельная точка полюсов функции {(2) (то есть су- 
ществует последовательность аа, где все аз полюсы и +(2) не 
имеет иных особых точек в окрестности точки а). Тогда 
‚УмЕС Зал 1(2„)—\ (аналог теоремы бохоцкото ). 
4.16. а) е“ имеет существенно особую точку в <> и в любой ее окрест- 
| ности принимает все значения кроме 0 (исключительное Пикаров- 
ское значение!). | | 
_в) 5(и & имеет существенно особую точку в 22и в любой ее 
ь . окрестности принимает все без исключения комплексные значен: 
4.17. а) 1(2)=е` “722 рый существенно особая точка,а при хе В: 


| | | } бт (хх) =0. . 
1/2 жи 
в) 1(2)= 2.6 : =0 существенно особая точка, но при 
За этом си 4 (2) = 0. 
(Ке2<0, =-*0) 


4.18. Пусть (=) голоморфна при 0<|[2-акх и В е (= )>0 в окрестнос- 


ти точки а. Тогда а - устранимая особенность для + (2). 

4.19. Пусть 2=а - существенно особая точка для{ (=). Тотда УВЕ 6 
во всякой окрестности точки а функция + ( 2) принимает некоторое 
зкачение М’ из отрезка [ с, ВЗ. . 

4.0. Пусть а - существенно особая точка для ие Тогда во всякой 
` окрестности точки а: 


а) Ве (2); в)1м Ка); се (=) 


Тт{ (2) 
принимают все действительные значения. 











о. 


<) 


ЗАЛ атих то т лет 
ПАЧ И БА: 


Нримене: тия вычет! ОВ а ь 
> И д) р Уэ<. ©/э< 
9) 7 ы 


5.Т. Найти интегралы: а) У И 


в) ЕЕ се 26 |. Авг) Зее д) И <= 2-1 чо а ‹ 


ы НЕ. р а 
е) о боыня, (26), ж)` У о 
5.2. Докэзать: = -+ с : 


о 
95244) (С@ 2.72 еыязсо хе вере 
23. Пусть оба И аарт. Потавать: беде. зРРИ 


54. Доказать: И а в (ие) (при 9.=а.— Л 
;-+ <?2-— «о соз 2< 


55. а) Докавал, что У аыии- ИРИ) , где УС. =>) 
6) Доказать, что леев у), где а — = 
56. Найти интегралы в обозначает границу области-7> с обхолом 


против часовой стрелки): а) а == > 77>= /21=<31, 
ет р= 1 |12- и <53 5 В) [= 5 2=/=| | 
[2 1<9$; г) а ‚ В= ни” 
в Доказать: а) и - — 6) Ус М2 ск из, 


58. Найти а а) “1 о. о. | а 
в) _/ еке& Ибкаит) А 4х ь | о 





59. Доказать, мто уравнение | =2- = имеет только действитсль-` 
‚ные корни. / 1 
5Яо. Пусть ые {>= ЕЕ . Доказать, что а 
ЭМ > (И <)=о — (=! <=). В 
57ЛЛ. Найти суммы рялов: а) — ря ь 6) =,” ры - 
в) РВ" озвичьь (т т, == е№-2); г) в ра | 
сле "оказать: а) 2 ббзньы о) = — АР; 


эя 6) — ст ГД = 197",бетоо, 
5лз. Доказать формулн: а) ав & ля У $ 6) ог — 


2= С. Е а 
—_—__иы й . Ех =-^\ 
=2_ В у? Р в) Зи Р= 7 = (=-р (о<ы<т), 

{ ` | Ё 
г ++. | 





= 2. 
514. Показать формулы: а) $е=т= = И (- =) 4 


вены О о 


титан >= 


2-1 \- 


27 
5) чения == Г] = о 


дерет, - оз 





|] 


Г 


Км “> Ь+ | 








. Доказать эквивалентность приведэнных определений неп рерывности. 
‚ Доказать, Что Функции у=хзу=х8 ух непрерывны при х=е, 


; 

. Допозать, ЧТо сумма и произведение функци 

ном метричоском пространстве, непрерывна. При каких условиях это учверждение 
верно для частного двух функций? 


4. Многочлен Р ц(х) непрерывен на всей действиетльной прямой. Доказать. : 


5. АИОНалЕНЕЯ дробь Ри(х к) /Ри(х) нопрерАвня во’ всех точках действительной : 


пря мой, где она определена. |. 
6. Найти области. непрерывности  ригонометрических функций на прямой. | 


7. Если функция непрерывиа в некоторой точке и положительна в ней,то най- 
Дется окростность данной о. в которой функция также положительна. 


8. Функция Д ирихле: Д(х) = 4) О ти рациональных х Х разрывна во всех 


точках действительной пря-мой. 
9. Построить на действительной пря мой функции, непрерывные в одной, двух , 
и ТО точкахуво всех а точках (Разрывные во всех остальных точках прямой) 
Суцестнет ли функция, от ‚на деиствительной пр -мой и имеющая разрывы: 
только в точках вида х= ТИ 


| 
0. Построить на а прямой функции, разрывные в ‘одной, двух, во | 


всех целых точках (непрерывные в остальных точках прямой), || 


. О при иррациональных Хх аа 
ТЕ Доказать, что функция Римана Р(х)= 19, /п при х=м/п, причем м/п - несо- 


‚ кратимая дробь, непрерывна в иррациоднльных и разрывна в рациональных —— 
точках. 


12**построить на действительной прямой монотонную функдию, непрерывную в 
иррациональных и разрывную в рациональных точках. 


_ 13.. Построить на метрическом пространстве М нопрерывную функцию, равную 0 - 
’ на данном замкнутом множестве и Поло аетВИЮ на его дополнении. 


14. Доказать, что если две непрерынвые фупкции совпадают на некотором всюду | 





К: пастном инохестве, то они совпадают`на всем пространвтве. . | 


1 


] 
3 


_15. Доказать, что множество непрерывных функций на сепарабельном метричесн 


ком пространстве континуально. | 


`|6% Построить на множестве рациодильных точек такую функцию, что любая фун- 

кция на действивельной прямой, совпадающая с понаи такой функцией. В раци- 

оналъных точках, всюду разрывна. 

17* Построить на действиатльной п] ямой функцию, не ‘ограниченную на каждом 

интервале. | 

18. "Пусть КОК б(®); зак. Пусть # =Рх: 4 и а; и - 
82] х:{(х) < 8$; Тогда М]- и а Мои И замкнуты. | 

19. Пусть {(х) определена . ав и! Ус Му= Ах: 4 (х) рот и Мое Ах: [1 (< 
< с1 замкнуты. Тогда { (хе С “був . 

20. Построить на дойствибильной | пру-зой такую функцию, что на любом ин- , 

тервале она принимает все дойствигол! о значения. 


‚21. Доказать, что им хаха вх. (ТИ г. 


1 а р 
се. Доказать, что С 3 = | | 


„Хи и. 


Хе х ы Е : + 
| 235% и Ра. что последовательность периметров Р„ правильных и-урольников, 
|. вписанных в окружность а имеет Предел (обозначаемый 1). 
п 
24, ро рее х +...т @рх +ао. Доказать, что Ни. р аоо=Г. га в 
‚Дл. ом ©. | ; Бы 2” Е 


акций ‚заданных и непрерывных на од-- 


$ 
. 


т 

} 

| 

| 

ое 
о 


; 
| 
Е 
| 
} 
{. 
в. 
т 





га хр Ре 
р 


па ооо забит “че меб татами 


в. 


| 





‚ также иепрерызна.(Ядесь а - положительное число, ) 


°52, Построить пример ф-ии, удовлетворяющей теореме о промежуточном значе-.. 
’оНии и разрывной в некоторой точке. | | 


‚ рывную. ` вы 
определена и нопрерызна на [а,в;.то\ м такого, что 1 (а) <м<4 (1), на 


ся такое сз[а,в\ и такое “20, что. 


35.Пусть { (х) опроделена на связном компакте К и такова, что на любом 





| 9 а. 
д @ о ыы | НОХ) ‚если-а < 


25. Пусть А(х)- непрерывная функция. Тогда Ф(Х)= “ а,если{ (Хх) $ 
| | (х) < -а 


—^ 
29 

12 и 
|^ 
5) 


> 


{ 
ы _ 5 -а, если | 


: 
-- 


‚ Оппелалопие: множество А, принадлехкащее метрическому пространству М, 
назызастся свизным, если его нельзя представить в виде объединения двух 


’неперосекающихся открытых множеств, 


26. Бели функция определена на связном множостве и непрерывиа на 'аим, то 
она припимает все промежуточные а Она» (аще й:а < В 


то\с такого, что алоссв т такое, что Р(т)=е, ). (Это-тоорема о проможу-: 
ы } :. ) ф(т)=с. ) т. Чи у 


27. Многочлон печетной степени о действительными коэффициентами име 
дейвтвиятельный корень. ` | 
28. Пусть 1(х)< [0,1 | и принимает значения из (0,1). Тогда найдется 
с2(0,[ такое, что (с)=6. | | 
29, Построить, ‘непрерывную ф-ию, отображающую ЦО, в (0, т и не имеющую непс 
движных точек. | ь $ 
9 Г | 
50% Пусть # :окрукность $Г-» К непрерывна.. Тогда найдется диаметр окружности 
в концах которого ф-ия принимает равные значения. (Из этого вытекает, что 
прямая и окружность не гомеоморфны.) | те | 


31. Функция заданная на метр. пространстве М принимает конечное число зна- 
чений. Доказать, что множество точек непрерывности такой ф-ии открыто. 


ы х. | 
33. Построить ф-ию, принимающую все промежуточные значения и всюду раз=_ | 


в р 


54. Верно ли такое усиление теоремы о промежуточном эночении: если 40%) 


Т.(с)=м.. у Ру С ыы 4 | - х 
ори онее [ПЕ вы ПЕ. г 


р ия тт пи еее 


связном заикнутом подмиожсстве’ К она принимаот и притом конечное число 
раз, любов промежуточное значение. Толда {(х) непрерывна на К. (Существен-.. 
но ли требование конечности числа раз примаемых промежуточных значений?) 


36. Существует ли непрерывная ф-ия на отрезке, которая принимает каждое 
свое значение ровно два раза? | Е 


57. Построить ‘разрызную ф-ию, удовлетворяющую условиям предыдущей задачи. 


38. Доказать, что любой выпуклый многоугольник па плоскости можно разде- 
лить прямой заданного направления на две равновеликив части. | 


39. Доказать, что любые два выпуклые многоугольника на плоскости можно. 
разделить некоторой прямой на две равновеликие части. (Разумоется, одно-: 
вроменио оба.) 


40* Доказать, что выпуклый многоугольник на плоскости можно разделить [| 
двумя перпендикулярными прямыми на да четыре равновсликие части. г. 


— о й) Г] и 
4Т. Построить. на 10 Т( нопрерывиые ф-ии 4-1(х) и {2(%) такио, что 1 т(х) 
но ограничена, а {2(х) ограничена, но но принимает паибольщего и наймеиь-: 
шого значения. : 
42. Доказать, что около зыпуклой фигуры на плоскости можно опичать ква- 
д ат. я и е | 
45.Дать опроделениев: "{(®) не являстся разномерно непрерывной на М." 


44. х, (Хх) - равномерно непрерывны' на прямой, а У=х’, у=Г/х, у=\-(х”) . 
и У= (Т/Х) не равномерно. непрерывны на 10, ®(. = в. ‚| 


прет м мини еацне от 


‚| 
—о 
* 


—-. 


о нач арын чо мч 


2(0)= 0; {(1)=Ги 


р что 


60.Доказать,что уравнение 2Х=х 








т/> ее 5 : | ‚Эа 


45. Является ли Функция у=х авномерно непрерывной? 

46. Всли производная функции ограничена на пря Ной, то данная функция рав- 

ее: непрерывна на примой, в | 
Верно ли, что если производная не ограничена, то функция не я-вляется рав-` 

номе И непрерывной? я ти 

| у , > { а а рей х В ы , $5 

47. Построить графики функций: “5 / хула ил об“ е 

48. и что функцию у=х, си (Их). можно продолжить до непрерывной на 

всей прямой. | 

Н | | 
49% СВ {(х)=5(8). Можно ли ев подол тЬ до непрерывной на всей пря- 
мой? При каком условии это возможно 


и и доказать О ОЕНЩОЬ утверждение для любого сепа-: 
рабельного пространства. . 


50. Если функция непрерывна, монотонна и ограничена на прямой, то она равно- 
мерно непрерывна на неи. | 


5Г. Верно-ли, что любая функция, заданная на компакте и достигающая наиболь- 
щего и наименьшего значения на любом замкнутом подмножестве компакта, нопро- 
рывна на нём? 


52* Если непрерывная функция имеет обратную,то она монотонна. 
53. Построить на прямой разрывную ф ункцию, имеющую обратную. ‚. 


54. Найти все р ‚отображающие | [о 51 в себя, для которых 
з Хх ах. Г. 


т 


+ 


тии сон. 


Разные задачи. 


`55 Используя утверждение п.5.3. доказать, что не существует ф ункции.не- |- 
‘прерывной в рациональных и разрывной в иррациональны х точках. ] 


-56. Существует ли непрерызная функция, принимающая в рациональных точках. 
иррациональные значения, а в. ах — рациональные? 


| 57% ‘вели, 4 (х) 5 С(К) и чу) =[(х)+ Я (у), 1 о[ (х)=ах. Д. оказать. 





58% Юсли ие ие и (зу) = {(х). КУ), причем (0), то найдется &>о0 
х)= ах ®. 
59% Построить на пря мой разрывную функцию К») такую, что [(о) о; 


и{х+у)=/(х)* (У). о 
имеет не менее трех действительных корней, 


61. Доказаш ь,что для всякой функции на пря мой найдутся и притом единст- 
венным образом четная и нечетная {ф ункции, такие, что исходная функция пред- | 
ставля ется суммой последних.‘ | 
сы р , 
| 


Г 
| 


# 
а ст чи те = РИ 
7 а 7 и САРАЯ 


62 пусть 4 (х) — непрерывная функция на’ окружности. Доказать, что для всякого! 
в найдется точка окружности с такая, что 4(с)= {(с+в). 


63а) /(х) - непрерывная ф ункция отрезка (0, Г] ‚причем { (0) =/(Г). д ока- 
зать, что для любого целого п найдется точка хе, 1], для которох 


и х+[/п). 


ля любого а{Т/и можно построить. функцию Ах) длядоторой / К Ге) | 


' при всех х«[0,Г]. Доказать. (Функция удовлетворя ет условию п.а 
64 Существует ли на отрезке нопрерызная и ни’ на каком внутреннем интервале. 


не монотонная функция? 


65* Пусть [(х) задана, на| о, т и о» =0 при АЙ ОУ множеству); в й 
середине каждого смежного о К (ОО =1 и линеино убывает к О в концах. В 
такого интервала. Най ти все точки разрыва этой ( ИИ Г. 


` 66*Используя поня тие свя зности доказать ‚что МК це’ гомеоморфиы. 








р ть о ие 























Пространство С ь /методические разработки/ 
1. Простозаство ого СТ, хо 

Пусть А - ПрОЧЗВОЛЬНОе ынонество. Элементами метрического простран- 
ства ОгрСХ) будут ограниченные функции Х—-Ю /не обязательно непре- 
ривные, да и 80 ще на д че предполагается ника ой структуры метри- 
ского пространства/ » Расстояняе меду г И 3_ определим фор- 

мулой Р({,9) = эр ТИС | Х еХ). Если Х конечно и содер- 
ЖИТ Эленентов, то бРр(Х] можно отождествить с К”^ . й 


д Е 
Теорема. Огр(Х} полно. _ | 
Доказательство. Пусть {, - фундаментальная последовательность, тог- 
да для всякого хе Х последовательность 4„(%) фундаментальна в В ; 
пусть (х - ее предел. Тогда +, —? в пространстве гр). 
Если 1, —2ё в пространстве Огр(Х), то говорят, что последова- 
тельность #, равномерно сходится к л . Более 
слабое условие - для всех хЕХ последовательность 4,(х) сходит- 
сяк #(;-) - называется поточечнои сходимостью. 
„задача /дополнительная/ . Боли Х несчетно, то в 0%рР(Х} нельзя 
ввести метрику, сходимость в которой бнла бы равносильна поточечной 
сходимости. /Почему?/. Однако топологию ввести модно Как?/ Если К 
счетно, то можно ввести и метрику. Как?/. А для конечного Х равномер- 
ная и поточечная ООВ совпадают. 
НСТ С Хх 


Пусть Хх - метрическое пространство. Тогда в 0гр() можно выделить под- 
множество с*(х), состоящее из ограниченных непрерывных функций. Если 
Х компактно, то все непрерывные функции на нем ограничени и это про-. 
странство обозначают просто сх С от СсойлЕсииои$, = непрерывный/ 
‚, еореме _ С*С® - замкнутое подмножество О(Х) /Следовательно, 
с*(х)полно./ Доугими словами, равномерный предел непрерывных функций 
есть непрерывная функция, | м = 

Доказательство. Пусть # - точка касания С (х) 

Докажем непрерывность # в произвольной точке © , „74/3 
а именно, для произвольного 70  НаИДеМ окрестность, | -- Е 
в которой # отклоняется от своего значения в 26 а. 2 

_ не‘более чем на = _. Для этого найдем функцию 9. 7 
‚ „Из С*(Х), отстоящую от + не более чем на #/з и за- |7 

тем в качестве искомой возьмем ту окрестность 26, в а 
которой 9 отличается от своего значения в 2. не | аи 
более чем на #&/3 . | .. ее. - 

у, Замечание. Таким образом, если а непрерывны и последовательность 
4, равномерно сходится к — то {+ непрерывна. Поточечной схо- 
имости недостаточно: поточечный предел непрерывных функций может 

`°быть разрывен /приведите пример/. Однако функция Лирихле, например, 
не может онть представлена как поточечный предел непрерывных функ- 
ций; докажите это в качестве дополнительной задачи, 

3, Теорема Арцела = Асколи | 

В силу полноты С *(х) замкнутое внолне ограниченное множество В 
нем компактно. В случае компактного Х имеется следующии критерий 
полной ограниченности. | | 

орёша, Пусть Х комнактно, М =С(Х). Тогда М вполне ограничено 
тогда и только тогда, когда выполнены условия И ви: 
т М равномерно ограничено, . | 
/3/ М равностепенно равномерно непрерывно. 
Условие /1/ означает, что существует такое С, что 
(мухЕХ) (У? ЕМ) (14#(25< С ) 
Условие /2/ означает, что (“% :е) (38>0) Г. 
(Ма. 22 <, Х) (У ЕМ Г Р(264, 22) <5 =7 [620 - #621 < Е ] р 
Иными словами, й и означает, что все дункоии из М ограничены одной 
константол;/2/ означает, что для всякого = существует ® ›„ При- 


Зам 4 9 









годное для всех точек и всех функций из М. 
Доказательство А.Цусть М вполне ограничено, ее ‚4, - Е -безь 
‚ тогда любая функция из 


5 М. ве +: ограничены какими-то Се 
М ограничена тах {С:) +2 . Все 2. равномерно непрерывны /напоминаем, 
Х компактно/, поэтому существуют такие 4; , 410 Ро,к) <о; влечет 
Сел) - #25] < = $. ВОЛИ рек, х.) <тм, а ?’- любая функция из М, т9 — 
о. Отсюда вытекает равностепенная равномерная ненре- 





3 <: 











Пространств бот 
= р 3 лорнамаг 
_ В. Пусть М равномерно, авностепенно непрерывно. 
Для доказ ательства полной оградиченности м достаточно упри лю- 
бом & 72 / покрыть рами 2Е с цеятрами в некото- 
= — краху Г ти та А . ; - , 
рых точках Огр\Х} /=е обязат №. Песь 9 


выбрано по & 43 условия ра: 
ной непрерывности. В силу когшие 
Х сно вполне ограничено и его модно 
представить как объединение -Х. у... УХ, 
непересекающихся ынохеств диаметра 
меньше <’. Все функции из М в силу 
равномерной ограниченности не превос- 
ходят некоторого Супусть Я... , “и 
- с -<еть в [Г-с,с1 о Тогда иско- 
моё конечное множество в Огр(Х]есть 
множество функций, постоянных на ках- 
дом Х; и принимающих там любое из зна- О == 
чений да,..., Я» : Любая функция из М 
отстоит от одной из таких функций не . —С. 
более чем на 2 . | т 
| следствия, 1. Замкнутое равномерно ограниченное равностененно 
равномерно непрерывное множество функций на компактном простран- 
стве Х является компактным в метрике с(х. 
2. Всякая равномерно ограниченная равностепенно равномерно не- 
. прерывная последоват“ельность функций на компакте имеет равномер- 


_ но сходящуюся подноследовательность. 


’ОЭэзмечание. Так как Х компактно, то условие равномерной огра- 


_. ниченности равносильно условаю поточечнои ограниченности: "для 


всякого хех множество 44%) |4еМ} ограничено"$ а условие рав- 
ностепенно равномерной непрерывности - условию равностепенной 
_ непрерывности в к> ‘он точке: для ВСЯКОГО ХЕХ и для всякого Е70 
` существует такая окрестность {( ‚точки 2, что для всех фе < 
и’лля всех ФеМ верно 144) -4(>/$Е ". | 
а М о" > Вацерщтрас 


‘ : Ё } 
^ У > 


Вейерштрассом в прошлом веке онда доказана о 
еорёма. Множество многочленов плотно в пространстве Гат 
‘7Йными словами, всякия непрерывная функция на отрезке может бЫТЬ 
равномерно приближена многочленами. Обобщение, сделанное Стоуном 









°_ уже в нашем веке, таково; 
ух . Е< СХ), 






ла. Пусть Х - компакт, р | | 
/У — алгебра, то есть вместе с любыми функциями 4+ содержит 
’., функции +9 ›{.9 ‚ой. (^еЕЮ); 

/2/ Е` содержит константы; ый 
15/ Е разделяет точки (Ух, уе Хх, ® +4) (34еР) (469 = 
/4/ Е замкнуто. | 


‚ Торда Р-С(Х содержит все непрерывные функции на, а ные 
Слелетвде. и для Е выполнены Оу то Е плотно | 





. ствия.В самом деде, тогда для замыкания Е выпол- 
нены /1/-/4/. /доказательство 1/ использует непрерывность слоде- 


ния и умножения в ССХ .. 
Замечание. Если Х=[2,, а Е - многочлены, получаем теорему 









Вейерштрасса.. _ 
Д залельс! р воем т а | 
А. Частный случай теоремы Беиерштрасса. 
на[-^, 4) может быть равномерно приближена, 


Лемма. Функция жн>|>| е г 
многочленами: ОНТ последовательность многочленов Ги › ко- 
торая сходится в С[-1 1] к этом функции. | 

РС пествует ыного доказательств этой леммы; впоследствии мы рас- 
‘смотрим другое, более наглядное, дока ательство, использующее по- 
‘нятие интеграла. А сейчас рассмотрим послеловательность многочленов 

: ПУСТЬ 9е=0 › Чина (#) =4 (6+ д (Е Тогда при &&[0,12 | 

верно 0<\=-4,„(+)5 2% /( 2+и\=) /индукция и Е 9 г 
СХОДИТСЯ К хн-\Ух В [0,4] * Теперь ясно, чт Р(®=9,(х 


‘сходятся к хх! В [-4.0 * | о : 





` УЕ 


‚ 19“ 
Вебей из покрытия 1») конечное подпокрытие ХИ 2 Иж * 


` жающую ее последовательность многочленов , стремя 





г теттх. ттт ` лак: г 
годические разработки/ - 3 


Е аа а 
1 /иначе перейдем к #/ С и Тогда 
и ы |+! _ /так как Р, сходится 
ит Г /тах как Г - алгебра, -содержащая 
К силу а 1 ЕЕ . , 
о тож) И пир (4 «Е Они, очевидно 
непрерывнн Г В самом деле, их можно линейно Зыразить через И. 
и {4-31 ‚ решив систему: . ь 7. 
Ч = 
ох ($, а) — Пии (4,9) = \—2| 
ие. нЕ Е = тех (фи... 4.) , им (#4... 1) ЕЕ, 
{ о. ть 9, К о, а, <. Тогда существует такая функция 
э чт ха) =Ч4, #(Ж2) = 2. | 
В самом деле, пусть 9 разделяет точки %Х. и ©. и принадлежит 


#3 
© 
а. 
Ро 





Е } тогда искомую можно найти в виде 44+ <2, | 
.Д. Пусть ф ` - непрерывная функция на Х, хех, #70 . Тогда 


‘существует функция фе Т , такая, что всюду ®@(х)< + (>) 


а в точке >. ф “почти равно"? : Ф(*.)< #(ж5) < Ф(х. +8). 

(На самом деле при нашем > 

построении #(т.)= $(хЛ)+е, но для дальнейшего 
это неважно.) | 

Доказательство. Лля каждого те Х найдем функцию ат 

етворяющую условиям [Р.(ж)=(жучЕ: #.(ю)= (о чх [Г. 

В частности, это делается и для х=жь/. Пусть у», = {41 (2) >69} 







тогда хе\, и поэтому \М; - открытое покрытие А. ЕСЛИ Ух, ,...Ужи 


— конечное подпокрытие, то тох(+..,....#х„\= искомая функция. 
Е. Пусть Ф - непрерывная функция на Х ‚$ Е?оО . 1огда ЗЕ 
существует такая Ффер , что 1(%,#)<2Е . г | | 
Токазательство. Пусть для кахдого 2х через. # обозначается — 
киия из Е. , удовлетворяющая условяям: /1/+Ф<{” и к. 
/ о ч(х+=) — /см.Д/. Пусть И» - множество Е 
[%(+) < (+) +2Е _. Кнокество К» открыто и содержит <. “7 


Тогда в качестве #2 ° надо взяль ил (#74,..,[7У. к: 
` Итак, Е плотно в С(хХ) ‚ ног замкнуто, поэтому хе 
Это не первое место, в котором используется замкнутость. к 
еорема; Стоуна доказана. о 
едва ^ © И з 
1. Непрерывная на прямоугольнике бункция может быть равномерно 
- приближена многочленами от двух переменных. | 
2. Непрерывная’ периодическая с периодом Эд функция из К в В 
может быть поиближена “тригонометрическими полиномами", 
о то есть функциями вида 2азсрих + 8, чЧиих. реб. 
. Замечание. Можно проверить, что если пункция на отрезке не 
являелся многочленом, то степени. многочленов, входящих В прибли- 
тся к бесконеч- 





ности, 





— 9то токе, потелиу то паре сек те _ ма р 


Полнота. Пусть последовательность о 
‚ А,в0 Л линеен. Последовательность АИ ограничена некоторым С, поэтому | 


ЧАЖ = Дом Ах < ср АХ Ц СХ. . 


Г' 
еы 
Г“) 
© 


-. при х 70 ограничено. 


|’ ются на коэффициент подобия, 


х прерывных операторов из Ев Ф в нормированное. это прост ранетво полно, 


.ЦЩествуют такие константы Ср и Со, что ЖИ С 6 и 51Ь < 62-1 











——. — —-— 


(план-конспект). 





НЙ 


я 9: 


2: ++ 


усть В - линейнов пространство над ВК. Действительная функция х чт 


[4 


‚ © 
- @-Я 


ы 


+3 





— ии 
| 
щ.. о 
|9 
сэ 
= 
и: 


Ю Ве... на! модуль а). — 

Перазенство треугольнака: {х + У = +1у/|. 

Пространство с введенной на нем нормой называется нормированным. 

Легко видеть, что справедлива | З- 
Теорома, Коли Х - нормированноев. пространотво, го 9\а,в) =||а - || -мет- 

рика нах. ь 
Таким образом в нормирозанном пространстве определяется сходимость, 

открытость, компактность и т.д. | 


2. Пусть Е и Ф - два нормированных пространства; А; Е > $ - линейный 
оператор. 
_ Теорема. Слодующие свойства равносильны; & : 
(Т) А непрорывен; (1’) А непрорывен в 0; (1") А непрерывен в некоторой 
точке; (2) А ограничен в некоторой окрестности 0; (2’) А ограничен в еди- › 
ничном шаре; (2) А ограничен на любом ограниченном множестве; Ах Су- ; 
цествует такое С, что для всякого хеЕ ЦАХ < СХ; (2"" у Частное {АЖ хи‘ 
Указания к доказательатву: (Тат) = Г"). Пусть ху - точка Е. Тог- 
да А(Хо+У) - Ах = Ау. Поэтому поведение А в окресиности Хо определяехся н 
@гРо поведением в окрестности 0. и 


(2) <= 2’ <=> (2 52" уе ж2""), Все шары подобны, и операторы отлича- 


ыы. 


ет 


(1)<=>е) Пели А а в 0, то А ограничен в нек-ой окрестности 0.— 
\2)<=>Т) Если\Ах\ < С|х!, то А непрерывен. Б_. 


‚3. Число АХИ _ Мф ИИ. _ <ирР |. и ани =. 
ах а ет = ЗМ, [А называется нориой оператора Аи 
[< [АНхЕ. 


обозначается |||. Очезидно, (Ах 
Теорема. Взеденная норма превращает пространство (, (Е,Ф) линейных не- 





Е 


если полно Ф.` а 


Указания к ДВ: Нер-во гр-ка: [Ах | х|; > | (А+ вх А+ В хи. 
А- - фундаментальна, огда, если её предел! 


Рем ищет 


им-п 


р 
Задача. Пусть Е = Ф= В^ с нормой мах (ХТ»х2). Найхи норму оператора | 
д = Се Е) з | 

= (сд). р 


_ То же для нормы хо + [х2\. (Для обычной нормы это трудное всего. ) | | 

4, Пусть (т и ИЦ - две нормы на векторном пространстве Е. Они:назы-. 
ваются эквивалентными, если задаваемые ими метрики эквизалентин (имоют 
одинаковые открытые множества, ‘или, ‘что то Жо, одинаковую сходимость 


_ Илилилииниким Вариант определения: нормы эквивалентны, если тождественний 


оператор из Е: В _ Является гомеоморфизыом \непрерывен вместе с оорат. 
НЫМ Г р | 

8 ) . у О р 
сли вспомпить теорему п. 2, легко получить следующую тоорему 
Теорема.Две нормы Ти: и! 1, эквивалентны тогда и только тогда, когда су- 


‘ Й 
` 


для всех х, те о 








ь м 
з РА. $ 
РН 


=ды 

ИХ а анствах полнота может исчезнуть при ‘замене метрики 
нтНую, Но в нормированных. простоанотвах это не так, 
зоване 


| 

| 

Е и. о та норцированного пространства не меняется при замене нор-. 
| МЫ на эквивалентную. 

| 

| 

} 


тр 
25 


3 о 





5. Теорема, В В! все нормы эквиавлентны. 
Указания к д-ву. = норма (хН+... + ]х1, И И- произвольная 
норма, бт". бп - базис. Тогда, осли х =х ‚ то хи = тет + «-.+хцер || < 


= (мах |6) [х\:, Итак, одна оценка получеЯВ. Из ное следуст такхо, И что 
: “функция х НАХ нопроривна ВВ, ии. Так как единичная сора в (ВИ, И ) 
компактна, то непрерывная функций { гдостигавт на ней минимума, Поэтому : 
| существуот тако9 е> 0, что для всех х сц хИ|..=1 имеем {х{>2. Тогда для 
‚ всехх {х. = Е) (ху. Итак, (( эквивалентна“ ((, 


| Следствия. Г) В конечномерном пространстве все нормы эквивалентны. 

|5 -.2).Конечномерное пространство с любой нормой полно. (Это 
|-. следуст из полноты ВП с обычной нормой 
| 3)Конечномернов подпространство в любом. нормированном про-' 
‘странстве А 
Люоой линейный оратор из конечномарного пространства 
- непрерывен. Е. А(. хтет+...+х ет) < и ИСУ. устанавливает ‘ 
- А в норме ||». . 
Задача.Пусть в ортонормирован ном С В (норма, В скалярным: 
производониех) оператор А задан матрицей ‘а МХ Тогда но 2- 8 САГЕЕ 8, 

Ч. 











6. Рассиотрим пространство Рид Вы всех линейных отображений В себя. Это! 
‚ конечномерное векторное пространство размерности(р5). Если в К' выоран ба- 


|; вис, то Ека В можно отождествить с пространством матриц. &ЕЕДА _ 
а Залача. Сходимость последовательности линейных опреаторов в конечномер- 
! - Ном пространст»е с базисом 9,...,@п эквивалентна сходимости \поэлешентно!) 


| матеиц этих опреаторов. При этом сходимость не зазисит от выбора базиса. 
Г Теорема. МнохоС ‹в0 днагонализируемых операторов плотно в Ека Во, 


'. Укзания к д-ву. Достаточно д-ть, что инохостго операторов а различнами 
‚ собственными значениями вл о: О. в БЕ В Если/ - х ЕН ВИД 
А 


|. 
} 
^ д -. 


А, то в качество А; можно взять треугольные ве. у которых наддиагог тя, 
| нальные эломенты совпадают с А, а на диагонали имеют рашиыя различные эле- 
' менты, сходящиеся к соответствующим элементам Мое . 





| Е к . а д ачи | ай 
ти оказать, что У = и. | к. |= ях; \ являются нормами‘ в и о 


и“ о Хх, 
Кузя Доказать, что’ [| и) 1/2 - нормй в `В. (Подробнее в курсе 
‘евклидовой геометрии. 


‘3. Являются ли в пространстве непрерывных функций на[о, р нормах и сле- .. 
] ы . { ей 
| дующие функции: а) 4 1->\1(0)| ; _. = $ __ 8) [1$ ых | г ам 


т! 














‚ 


4, Доказать, что единичный шар в люоом норм мированном и выпукх 
(ВДИНИЧНЫЙ шар в норнированном пространстве - ми-во точек х; (| ху&Г. ино-. 
жество А выпукло, если отрезок, соединяющий две точки А р ОИ нН) 
.5. В пормированном пространстве (М, ци) Функция | (: \/--> К непрерывна. 
' б.Замкнуто ли 3 С(0, 1] подпрост ранство непрерывно диференцируених функции 
7. Исследовать на линейность и а операторы из С (0, тв В, 
‘заданные так: а) {=> О 0) { ы И. фах 
о ИСслодорать на линейность и испрерывность слодующие операторы, де 
ствующие из с(о, — В Е, т 4 Е» (х=> о ^)) м )) 


мии 





‚ разрывон. “^^ П 


2. Доказать. что они И 


и. шарами меньшего радиуса, то размерность пр-ва не больше к. 


306 элементы ‘той группы лежат на единичной сфербУ ВИ”. 


Е Е ЕЕ 





} ла 
в. . 
9, Доказать, что воякий оператот, А: В1-Р, где В = произвольное норчи- 
розанное пространство, и норма в &` - сумма модулей координат непрерныза: 
-10, Пусть 6 - пр-во непр, дифференцир УИ, ф-ий на {0,Г < нормой #< 


с,11. Непрорывен ли функционал /-» } 7 
} 


ТТ. Найти норму операторов 3 задачах 7иб. _ р 

12* Найти норму оператора С [0,1] +В: 4 Е |. чье д Фе). 

15.* Построить примор таких пространств Е и Фи такой последователь- 
ности линейных непрерывных операторов Ад: : Е -Ф, что для всякого х су- 
щострут Дм АХ, но опоротор хо А, х, «как легко видоть, ЛИНОЙНЫЙ 


14. квиолонтны ли и пр-ве с, ыы нормы 


УИ = Ур, о и вия | срывы? 


Е НЕ 


ь ке“ 
Полно ли пр-во в этих нормах? . 

‚ 5. Рассмотрим на пр-ве’ ст(о, т непрерывно д т. 

ниц Е чаи =, | 1 С | т 

6) ди- [269 +») К . 

в) ИРИ = т + уме ты се 3 Бе м 


16." Доказать, что если единичный шар в некотром пространстве покрыт‘ 





17%. Доказать, что единичный шар в бесконечномерном пространстве не- 


компактен \хотя замннут и ограничен). р 
} 


18, Пусть О — группа ортогональных прообразований. Доказать, что —” 





19. Описать строение групп 02 из 0> — труппы НН преобразо-! 
заний в положительным определителем. Доказать, что перЕВ из них некомы: 
тативна, а вторая - коммутативна. й 

й - | 

20. Верно ли равенство: Од ‘50; ФЕ ..? | 

Доказать, что Ол состоит В ОХ связных ОВО одна из кор ых | 
есть < От. то ие и 

ат ааа. ипяия группа  прообразований п-мерного пр-зва\ над В)^ сос-! 


оит из двух связных компонейт ‹какдая Из которых есть утолщенио соот- 


ветствующей компоненты О’. Из каких матриц состоит слой этого утолщения. 
22. Вычислить разцорность $0. 
25. Построить оО А Е 0, не имеющий собсизенных векторов. 


24% Если А: ВИ >В! и аа А =0, то существует такой базис, что мат- 
рица А в этом базисе имеет нулевые ’дизгональные элементы. 


=_=... 


_4 раны 


п А ть па ны инте =-= 


фе => 





пили чин ниче: 
! 


“=... я ыы 


ы |В°4] < = ИА 3 ° 


наибольшее собственное значение матрицы АА, а Д®- матрица, сопряхенная = 


на О вне некоторого интервала (зависящего от # )) с нормой ПИ = РИ 2 


Л-ть, что пополнение № состоит из всех непреривных функций на В, стремя- 
щихся к 0 при |х| > ., ‚ 


— ВЕ - -- ни 








м . | Зала ии ИО отвар ри! то траноетелАя А И 
з м т ТС {7 
ТА | Ч Я * с 
ря ау мы : 
Е Ы | 
О) “По ет : 
р ‘В нормированном по-ве есть век- 
ТОО ОЗ | 
= 





эа „Пусть в - нормир. пр-во, Р - банахово пр-во, & - полпо-во, плотное в: 
ий: Е - непо. лин, ‚отоотад,. Д-ть, что существует и елинствениое непр. 


лин. отобрал. 2:6 - Е, являющееся” продолхением #. 


4. Пусть Е,Р - нормир.пр-ва, А:Е > Е - лин. отобран, Д-ть, что если для 


всякой последовательности (5) ‚ стремящейся ков В, ПЛОВ: ость 
(А. )) в ограничена, то А.-непрерывен. . | 
ба "Пусть В; Е, С: - нормир. пр-ва, де5(к,8), Ве Ч (зо. Лок-ть, что 


6. Лох- и что для любого нормированного пр-ва Е над К отображение Ё = 


->Х(К,Е), ставящее в соответствие вектору ав Е элемент 9.: Х „> Ла, есть 
линейная ие - ия Е на У (КВ). 


7. Докажите, что . =, Я = и ИЕ и ‚ те 1ер<хе , 2+ тт. 


(Разенства означают, 5 эти пр-ва линейно с тричны. ) 


8. а)Пусть Н - и ая т в нормир. пр-ве В, задаваемая _ 
и ВЕР 


_ уравнением А(х)=0, гле линейная форма. на Е. Доказать, что Гас 
расстояние «(а,Н) равно А. н > 


220). Пуст ь Н - замкнутая гиперплоскость з пр-ве о Банаха (т.е. в ты. 
а. те льностей, стремящихся к 0) ,заланная ев нием А(х)=0 


(< = Доказать, что для всякого а 4 Н расстояние от а до НЕ не достиге 
ется. 
9. Дошазать, что нормированное пр-во, в котором существует компактная 


в ра, ' конечномерно. 


10. Л-ть, что „в- нормированном пр-ве достигается расстояние от панной 
точки до произвольного конечномерного полнр-ва, 


`[Т. Доказать, что нормир.пр-во является бан: а хОвЫм = любой абсолютно 
сходящийся ряд в нем сходится, 


Те. Пусть Е - нормир. пр-во, |. - его замкнутое подир-во. 
а) Д-ть, что функция |5 = в -- Й х превращает фактор-пр-во \ = =ЕЛ. В 
к 
нормированное пр-во (здесь Х - эл-т \/, т.е. подмн-во`в ЕВ вида ры р 


0) Лок-ть, О: если в - санахово, то и \/ -банахово. (Укавзаг ние: восполг 


зозаться предыдушей задачей). 


13. Пусть А = (а: иже и абспетрираса эя как линейный опет 


тор К! > КИ, ола (ЛИ, если КП рассматривается с нормой:  _ 
а) ИН; 6) 1% ; в) И — (ответ в последием случае: ЦАЙЕ\/) ‚тме № 


р 
14. Пусть Е - пр-во непреривных финитных ф-ий на № (т.е. каждая {ет 


У _Запачи по оялам а 
Т. Пусть 6: /-> А - биекция. Тя не А/ положим У (л) равным нан-. 


меньшему числу отрезков Га, в] в и, а, что их объединение есть мю- 
в: О езь 
ПретЕОНОВИЫ» что У (п) огр: аничена на |. Доказать, что У схолящего- 

















_ся ряда (х,) в нормировенном пр-ве Е ряд (Хх (1)) также сходится и к той 
‘же с т 6 (п) | 
А | т) тд РИ тт д; и в = ж5ян Е у 
- 19) 1 48 Ур 17. неограничена Ос ТУ о ост] омть А дящився рип 1 4 
В, для п)) Растодится. 2% 
ый “ 
2 ТТ я етих р т така = р Я 5 т Ее | 772 НТА т: Н ЯР Пе_ 
® 14} ! иехция, Е. 3 УТО } х п 1 отрани ено на и $ мм“ 
‘казать, авелл: эключение задачи Та). ах За 2 2 
Й ее с 
3. Пусть а, = 7—5 прими, а =0. Д-ть, что 2 (2 а’ )= 
й у МП м2 - | ы П : м-=0 =0 МП -2 ‘га ЛЕ 


(Указание: внутренние, сум считаются явно!) 
4. Док-ть, что РЯ =“ сходится, а его Не по Коши с самим 
собой расходится. “ й | 
5. Д-ть, что ряд > Си сходится при р р и расходится при р < ры 

6. С помощью фор дул Эйлера посчитать суммы — Уи.КХ И — съ КХ (хев.). 
7. а)Л-ть теорему Римана: пусть (ах) - неабоолютн Но схолящийся ряд в В, 
< В - любне лва „числа в В. Тогда Я биекция 6`:А/-№, такая, что частич- 


. Ные суммы $. = => аси) Удовлетворяют ‘условия ОВ ==, Я $“ = 5 


к—= : 
6)Док хажите, что в конечномерном пр-ве( нормировАЙЁЬм) коммутативноая | 


‚ сходимость эквивалентна абсолютной сходимости. 


в) В пр-ве Со Банаха (последовательности, стремящиеся к 0, сх) = Е 
= | ) положим е 1=(0, 0,...,0» Т,0,...) (единица на п-ом месте). Доказать 


что У = ные, С. ряд. — ее Со коммутативно сходится к х. 


|. Привести пример, когда ыы ряд ‘сходится в но. ме 


‘следуюлих рядов: о) _б к |. ) ет 
> р рен Фес 7 Ч+ит ан. (-- т д й а 


"В. Пусть ал > 0Оьи ряд (ах ) расходится. Что мохчо сказать о сходимости 


9. р аз > 0,и ряд (ар) сходятся. Д-ть, что ряды ( У | (а и о 
схоцятся. 
о 10. Доказать, это если ряд (а)) сходится, и а — монотонная ограничен 
ная последовательность, то ряд (ав: ) сходится (признак Абеля). 

ТТ. Найти реди тус сходимости степенных рядов: 





ге СО О <) (2-2)43 С 
М хат ВЕ а о - ). 


4 


во Пусть радиус сходимости степенного ряда а Ст и равен Т, и евыбье 


бо>б1? 627... (ис = 0. Доказать, что ряд с, 2П сходится в ка? Ждой 


и-> 00 И 


_ точке окружности || =Т, за исключением, бЫТЬ может, точки 2 = (В Заст 


ности, это о для а а) 


пни 


ДЕ 


о А есть производная д и ‚ если для некоторой Ч: ЕЕ; : 
В ы 








ПРОИЗВОДНАЯ ГЕ 


определение производной, 


"- т . 

“т. Производная в А Как линейная часть. 

Теорема, Пусть + и еа з окрестности < ›‚ Тогда следующие 
войства равносильн 

П/ А =А 


т | 
У2/ существует такая функция 9, ‚определенная т 0, что 


(щ+и) = {^)+ АК 4 9(\) у о 

Второе условие означает просто, Ч что а фыЫ (а. ыЛьй = 
оказательство, В сом деле | (о4\)- -{ (<) - И = В ЗЕ 
Тактически теорема дает новое определение производной, р т о 
легко доказать теорему о производной сложной функции, _ 

Теорема, [ее | а в окрестности о Ё и. в 





Ч А+ о 
‚ 9(\\ = м о, что буго И =о 

в самом деле, существует такое ‘с>0 , что т малых | 
ро +) (< С ‚ дальнейшее уже нетрудно 

т ВЕ а. производной. 

- нормирозанные пространства, оеЕЕ А ‚фуиящия - 

_ определена в ЕО, хх . Пусть А 

ме И. оператор. 


= = = > - 


опр. 
определенной В Е Ил и свойства’ 


ел т Е Ак +4 (\) \ - результат ее 


5) м ьь АЧОЛАМ 
Для као и а ыы обозначение о(1\\). 
как обозначение функции, удовлетиорлещей / 9(1\1^) - для 
функции, для которой ил т д С его помощью о еле- 
ние внглядит так: А есть (а) если аз® „4 (о) 41 АК +0 и) 
Функция называется дифференцируемой на множестве ‘уз Е , если она 
имеет производную во всех точках этого множества. | 


Примерн, : ‚ 25. | 
Г. роли Е = Е =) \\= |2 то оператор из Е в | есть 
лы УояеиВ 8 некоторое число и определение совпадает с обыч- 
ным /см. п. 

Пусть Е = ®  /с обычной нознойй: Е - любое. Тогда пространство 


(Е.Е линейних пепрернвных /впрочем, в этом_случае все линей- : 
ные я рерывны/ операторов капонически изоморфно Е : всякий опера-. 


тор имест вид % +» ®.\К , где К - вектор 

Теорема. Оператор 4,» ЕК является пооивоной | кии 4. ® 
точке“ со тогда и только тогда, когда К = им, + ее ПУЛ 
о тельство аналогичио доказательству теоремы в и ее 
щё один пример мн рассмотрим В Т.3. , 
1.3. Производнне фупкций из м“ в 


а. (а) определена в окрестности и дифференциоуе- ^ 
ма в р 2. ф от Е, в окрестности ® , диференциру-. 
ем вай а 
Доказательство, Боже тост — В окрестности с. следует из не- 

рернвности + усть Аз 4 (=), в. ан По условию 
Чы) | оч, ЛЕ (6) 4 + (®). о 

одстардяя вместо У и а ЗИ С м те а: 

у = Не + Г А: №3 


и 


общее определение производной в слузае = =®,Е= ® ‘приводит к сле- — 
лующему./выбор нормы в №“ и несуществонен: все они эквивалент- 


кы/. Линейный оператор из’ №“ в 5 Задается числами обе | 


а. (\„)+— 5“ В. - Функция 4:1 а =. в ренцируем 18, 
С = (о ) а если ола, ‚заме = &\,- )4 << ВА 
и а Я МОкНО ПОНЯТЬ, 970 т производные" 
р те 5 координатн, бе: прои5в01 ные ‘фуикдии + к - м:-4,С, 
94) В и с: .И/зта функция из № в № ‚, так 


тб’ производрая ‚обичнаяй,- Мы ещё вернёмся к этому при обсуждении по-. 
чиЯ частной производной. ыы 


ера ое ы и ‚- ЗЕ 2НЕЗЫЫ 


р 





_ 1.4. Простейшие свойства производной. 


: 


__ Доказательство. В самой деле, если вс ©4\) = ПВ а 


` Теорема, Гели \3Е и 





А Глинственность. | ги | | х 

уз Функции не может Зыть двух различных производных в одной точке/но 

может не быть ни одной. | й 

оказательство. и А и © - две производные, то АК - М =о({м\}). 

Докаксм, ч10 АК. = и любого данного \.. . В самом деле, есля | 
А. о ь(\-\) , но АЛЬ = 





4 е и 
. аи \\\)= 4). Поэтому Ее, 


Ъ. Е линейной функции. 

и А: Е Е - линейный непрерчвкый оператор, << Е ‚ то 

А (<) = А 

В А(<4\)= А+ А(\). 

еп врнвность дийференцируемой и 

Ули ‹: Е-»Е  дифференцируема в то она непреривна. В. 
Доказательство. (аж \)= НИ" А непрернвно по определению, 

а о!) — не только о ерыВно в нуле, но даже и. более. ма 
сильному условию ®(\М/ |-> 0. о 
Теле ИВ изводная вдоль вектора. Я 
Пусть ЦЕ ->Е определена в окрестности точки © , ма =. Произ- — | 


| т в точке ©, рдоль вохтора \. называется предел 

о (Гоа) Це), если он существует/. Эт0-вектор Е =. 
Теорена`, Роли и еренцируема ‚ то производная вдоль любо- | 
го вектора \. существует и о Пе 


Токозатольсто, (а Е \)= о), 4+. т (Е) | 
днако существования проязводной вдоль любого вектора недостаточно 
для диференцируемости; э. -первых, производная вдоль в. может нели- 
нейно зависеть от о /тогда — недифференцируема/, во-вторых, 
даже если зависемость. линейная, ункция всё равно может бнть недиффе- . 
О | . 
. роизводная суммы. 
Теорема. Если 4, 95 а определены у: ры точки “< 
диуференцируемы в ``, то 4+ диф. в си „- 5149 Е. ВЕ 
В 
+3) (+) = м + ой 





а (о + К) = ЕК 9 Я У) 
(АУ (А Ни, 
1. А Производна а ЩИ ВЕ. - 
р } дифференцируема в се ,‚:.: 
иооереттиру а ты "ЕЕ о 3} дирференцируема в & и { 
м Е } Спраза. - - Зобпозищия операторов из Е 6Р - 


оказате. ой ‘повторяет рассуждение Ее 
.в. Производные функций. из Е в НАФН. я 
Пусть НН. - нормированиые пространства. Тогда. И, ©Н, мы 6у- 
ассматрива орм или ей эквива- 
дем рассматривать норму | (м )| = мочк (МЛ, › №, И | 
Осякой функции ИЗ ] в В ФН, соответствует пара функций Рай 
4 КЕ —> Ч И 4, ` Е —\М), . Свойства функции определяются 





аи Функций к И‘\{,ь , например, и непрерывна в а. 


и {, непреривны в «а  /проверьте!/. Заметим также, что про-. 


` странство [(Е АФН.) линейцых непрерывных операторов из Е В 


Ну Н- канонически изоморфно /. (Е.Н) Ф/ (Е, Н:) ‚ причём это 


._: пзоморфизм нормированных пространств.. | ион 


. только тогда, р. соответствующие Функции 


| Локазательство, $ (дл \) -{( ©. \ = ое (1 ал \) - мы 


_ нам... 





` - : 
А - Не рератаиы 
ых г. м 1 


Теорсма, бункция 4: Е —НФНЬ а ‹ В и тогда и 
ГИ 

а: Е То ифференцирусмы р с , При этом 1 <) | (=) 

в сыысле оо И (20 


ев 


(64 аа 
поэтому если Зи | дите а то + дигференцируена и 
‚ев производная такая, как твер кдаетел. поли же д диреренцирусма, 
то Ц - тоже, тк. Це о, где лы, -- оператор проекции АФН. 





пение лы 














т А! 
И! Ая 
ты АЯ с обо 


> 





те и :е билинейной Фомы. | 

Путь м Пи Е - непрернвная билинейная т Продифферен- 
‚ цируем ее как Фут цию ЕЕ: В Ро 

Теозема, она дигберенкируема и Го (5 (^^) В \ ь 

легко БиХ сеть, что правая часть 6 Ка ь) в.) + \\е). 

линой ная и непрерывно зависит от о /. 

оказательство. [ааа [аа \ 2 (м 

силу оилицеиности ен, =В а: +В м в. : + и } (* 

Осталось проверить, что р (* м = (+ “ . следует из леммы... 
Лемма. ни К Ма “непрерывпа тит существует такое с ‚, 
_ что | о, \. ИК. 

ок-во ле МЫ, в С существует, то ВР непреривна` Иак, т е- 


+ 


Е \ 


Тео Дифференцирование "произведения" функций. 


ние о ‘сли де г еривиВ, то существуют и И 
что (АСЕ, ег) >С 5184. Топерь Ви \, Эф... т И 
В случа6 ЕлкЕ-=Е =. имеем, › что производная функции. (ее тегу 
> х;:. в (да бь) есть ее и») > а ИА чае К. т РЕ 
Теорема, обобщающая правило диёференцирования Ц. и = |. ч+1. Ч. 
форм улируется ак: з 
‚Теорема, Хсли Е — СА , т о С. „© - непрерывная били- ' 
нейная форма на се ба со значением в и. дифференцируе- - 
МН В © у ТО Функция © 4,1 1.): а и ва и : 
(56, Ох и (а) + ие, [4 и О | 
2(44,{,)) (а) се (2 = и с и (< | 
ое а ‘Обра це ты Е Й функцию и в в @.ФС. и 
ат Вт пунктов Т. 7.1.6. ра 
ии › 2 (> ч МН ое № что если $ |. . Е = — 
то |. С -У (&) = 4, (а) +1 м, о. аядое из слагаемых правой час- , 
т е Е. числа . линейного Гутонаа на Е. 7. вели хе а 
равно № , то получаем обнчное правило (44) (0.} = {' (ое + 104-31 © 
.т, т. Обе А —А-\ ой 
Пусть Е - нормировциное пространство. Рассмотрим в 1(Е, Е) подмно- 3 


. жество с 3 , состоящее из тех операторов, для которих существует не- 


_преривный обратный, ИУнкция А-> А`* определена на $5. 
Теорема. ели Е - полное нормированное пространство, то 

и 5 - открыто. д-& р 

о функция Ан непрернвна на 

ЗИ. Функция АЕ А-^ в а © и[Ф(АДН --АНА” | 
„Краткое доказательство. Докажем, что 4 единичный оператор `из1 (Е Е: 


— 





= ‘внутренняя 1 точка 3: о. В самом деле, если \65\<4 , то 4-в- р. 

+62—©>+. - сходящийся ряд в полном нормировалном пространстте и 

Я (Е. Е) ‚и его предел рен к 4+6 . Сумма этого ряда ненрерыв-. 
но зависит от © при 16|]2{, поэтому функция А->А`* непрерывна . 
в некоторой а: 3 _ ифференцируема в А , её а. и 
ная В А авна НН, Бели 2 - любой обратим. оператор, | 
А-а САО И АТН) . Это равенствохнадо Е 
так, что если({+ г Ну 0: ратим,/в ‘частности, от \А-* НЕ <. д | 


чего достаточно выполнения неравенства |Н|| < 4/1 А /, то А-+ м 
‚ ратим и обтатный задаётся написанной формулой. Теперь ясно, что $ 
открыто, функция Ф: А->А-`* непрерывна и дифференцируема; её 


“”” производную мохно вычислить по теореме о производной композиции и по-. 


мат ЗО М а К р ое о ыыы 


и нудный ответ... 
Слелотвис. ЕСЛИ ЦЕ (Е.Е) дифференцируема в а ы (&об- и 
ратим а ао, е: окрестности точки & И 
(у ОТ (о) (ет. 
Доказательстло. и теорему этого пункта и формулу для произ- 
водной композиции. | 

это ОЕ известное равенство С р г ты 

{ 


ЕЩЕ 





—_.—ыщ- 


Сотка двиомак. —— сафиееничен яж: 





т р у т В ак оста смет о сетка тире тот ресет О и д рр роет УСТ ге м Рун во г. 


х 





‘Пусть & - точка нормирова чнного простраяства Е 
&^. 





ь | | | 7 —^ а" ^^ 
в уро тран Е _ в точке сх назовем 
^ 
м 


_ мнохестве “А ноомированного простанстза | и принимает значе 





= | и | стр. 4. 
Т.Т2, Геометрическая интерпретация пройзводно 


торез. ‚ пазовём отображение х некоторой окребттос 

: в нуле и такое, что $12) ==. 
{+ = НА! = о) пой $ -> О или 
тношение экви валентности. В 
этому “отновЕНиЮ. 7930 стоаннос название происхо? ана 
но% геометрии, где определяются касательние ректора. ‘да так пазкваемом 
многообразии/. Очевидно, что мпохество касательних векторов паходится 
во взаимно-однозначном соотвстствии ‘с поостранством Е . 970 соответ- 
ствие ПО Объяснить геометрический смнсл производной’ так: 





Пусть 1: — А — дифференциоуемое` в ©. отображение. Пусть КЕ = 
Как найти ИК, ? Надо тот \, как касательный вектор к 
Е во, те есть найти путь }` (0) = . Затем вуяжно р” 
ти путь & с ПОМОЩЬЮ } ‚ то есть рассмотреть путь -_ 


иен 1 ( И . Его касате ‘к Е в точке 1(о<) вектор_ 
И “будет соответствовать ей (2 К следует из теоремы о производной. 
КОМПОЗИЦИИ | и 








28 тео ема о Ни при ащении и_с8 слетствия.. 


ат ре риращении для «Ункций и вещественного аргументе. 


о Пусль. { определена в окростности отрезка |&,6\ , принимает значения 
В О пространстве Е. и цри всех 48 т СУ о 


ем 4 и 114) 2 М для некоторого числа ИА Е. ВО 


нимать двояко: как НС:. / линейного оператора о ее 
или ‘как пов соответотвующего ему вектора в Е - `но а одно и то 
`ке, 

Тоозеиа. В.этом случа. 11 (6) - 1 т (6-2) ' 






теорему бормулируют так: АЦ А-а У ай (И. [6-0). 

‘Бели Е = ‚ ТО это вытекает из теорёЯ 59° среднем: \(6\ -\ (69-4 "ЮЦ-<) 

‚однако при Ею послелняя неверна. 

зато Отто. 
—<). Назовём отрезок [х а [а,6А хорошим, если 

И О и <(мх®)(4-з)., Вели отрезок плох, то одна из его половин 





Ома, О у, если (<. та плох, то существует влолелная послелова-. 
_ и. ь плохих отрезков, длина которых стремится к нулю, Бели © -. 


ИХ общая точка, то /в силу неравекстве А (2 и определения п00= 
ВОИ, все достаточно малые и “содержащие < ,„ Хороши. ^—- 


/Здесь важно, 2 мы прибавили & /. Полученное противоречие покази-. 


„вает, что - хором. 
2,2: Общая а :‹а о копечном прирамеоний.. 
‚Теорема. Пусть те определена и дисференцируема в откритом ринуктен 





в нормированиом пос транст ве Е’. /иножество внпукло, если для лбих 
двух его точек верно, что отрезок, их соеди дняюгии, лежит в множестве. 
отрезок [^ - СЕЕ| с= г. ей „. Пусль о. ЕЕ и для всех точек 
из отрезка (^, 6\ зерно \ се) \/ (к = ЗМ ИМЯ ‘цекоторого № . В этом. 


Е см случае ие ДА м6 с. 
доказательство. пели Ч = Е 5-2), то. \?  дийференцирусна 
окрестнобти озрезка бо и 121 -=\ $ ти 56 = <) ® о. га 


& Пе 6-2 < Мб -2 





ро 


з 


Ре) 





‘Угсли праща летит со бкоость меньшей М (/в а момент ремеви/ й 
то за время (6-©-) она не может пролететь боле м (6-©) ‚. ИНорДал 


Достаточно для любого $29 Е что \\( (<) —{ 9 . 


поди инечовоке — уплуикинм от се 


рае еммеадыь ое ео 











стр. 

‘Теперь осталось применить теорему предыдущего пункта, учитывая что 
ИЦ - = 140 - 4 (091. 

| _ Э4а террема - одна из, самых уп но записать так: 

Г АИб-АИ Е Ен (АЖ) А -01 ме 

| Условие выпуклости \ сущес чтобы [2,632 
На ‚само еде мы доказали чуть \ 15-191 < 

о $ (4 МЫ - -2)* (© -0.) | льгинстве случаев 





ест ственно. 
р . 3. Простейши 
ии Е —* 


г следствия теоремы о конечном приращения, 
и - ее непреривный оператор, то ; оименяя тео- 


ему К И имеем 
‘летствиет. 1 ео: г: ео > А а ИДИ СА 6 24 


3 Часттости, ее им 


Аа - ее 


ъ 
Следствие”. (\(©\- С (6. < и 
` Следствиез. Блу а В выпуклой баб ССЕ, Е `посто- 
Яна В С На самом деле достаточно связности ‚ т.к, У каж- 


дой точки есть выпуклая окрестность /тар/ и. поэтому 5. локально по- 


стоянна/ | 
сле ств иелд. Если ‘ое А в выпуклой области пространства га 2 ТО д 
ла. САСЁ(Е,Е), МЕР). | и 


\ 22. 
Ве Частная Е по подпространству. 
Пусть Е — Е подпространство ее хеЕЕ. Рассмотрим. 
_ сужение ца <\ Е” или, ещб лучше, функцию т <) для ^ = 
из Е” Если эта Функция дитоеренцируема в 0. /как а из Е’ В 
о то её производная называется производной Оункций — в точке 
Пан СЛОН, 27, означает, что 


с. ВДОЛЬ И Е а 


го Нож \= {+ А “м для из Е А - производная Га 
ма вдоль в = линейный непрерывиый из ЕВЕ Имеет место очевид-, 


| —: оная 
` Теорема. Бели дибференцируема в ©, то она Е вдоль’. 
любого Е!/с Е ‘и производная, вдоль Е на 


есть сужение 3'(%) Е’. 





_В частности, если жду жк кУ- (2 4,--- 22) = ФУНКЦИЯ ИЗ, в м, ее -| 
`` стандартный базис, Её =Ае: ее то производная Вдоль А: ‚© Зет | 
линейное отображение Еф о о А о на- 


а частиой произродной  ДОЛЬ ь -0й коорди о ре | 
я (ее ‘производная 4 вдоль зек- 
|. тора %: Мы Иредём Сейчас критерий, “позволяющий из существова- 


. НИЯ И непрернвпости ч частных производных судить о существований произ 


я 


‘родной Функции. Пусть Е = ЕХЮ® 


Е2, 


ки х=(хаотди в каждой точке этой окрестности ди ифферонтируема влолЬ 


Ели 


и. Е 


‚Е 2.» причем функций > 
‚ - производная 3, 
Теофтема. : и случае _ 
их (и) = ода + Е 
казательство Е следующая о 


{= (554,264) $. а мы |\ 


Иса (2 
поль Е* ‘ гв 

диф и ем 
Е? (2. 


пенка \ |на 4») - Аа, лы 


<\ о уха иь) 


И < 


определена в окрестности точ = 
в, (2<) непрернР-. 


ав (2илх,)/и, следовательно, 


} 


в. 2+) - УЕ ео 


и Оч >, а (©. „)-4 (2: ее ), |.) 55% \ 24 А, 22+ 9\.. 

и о Аа Е ОИ 22 И и УИ и ую. ю: 

Следи. ЕСЛИ Арельлена г о тон множестве в‘ 
и в испрерывные произзодные по Е и 2 , Тод 


Е 
ооо дифференцируема. 
тапомним, что порма, в Е предпол 


атается Ол 


ой из норм в Е\ 


и о 


‚ тели Е - нормированное пространство, 


странства, дающие в 
ноомы: исходная и по 
суммы Е. © Ел. 


/На Ех 


прямой сумме все 
лучающаяся при изо 


И 


Е, и’ Ед - два его подпро- 
та на Е возникают две 
морризме Е и Извнешней/ прямой. 


Е - рассматриваются индуцированиие из Е 


вообще говоря, 


` ИЛИ 


нормн/ Эти пормы, 
Е. не 
нормировании 
полно, 


ТАК называемой теорсмни 
: мая сумма, 


аеЕзя =Е> замкнуты, 


| т полн 
Си: мой м СВОИХ. 


ЗАМКНУТЬ. 3 
ной прямой: 


фанаха 00. 0ткр 
очевидно, всегда Норииро ана. 


разные! /зто зазвеломо Та если Ел 
Норм ОАО, ТО = нАоцезотся 
полпоостраиств. ЕС? =. Все Е 
то сумма пормироваишая. ато слелуст ИК 


РОМ отобрахении/. Внешняя пря- 


деи тт” 


неореуищенет.. 


эн еее 


бр 


: 


ое 


а 





| РД ] И (2) 


Ня" | стр. 6. 


2.5. Дифференцирование предела. 


Пусть. 9..4...) = Носледовательность функций из Е ВЯ , сходяща- 

яся К функции + . Пусть ( - дифференнируем Н. Нас ‚интересует, В 

каком ыы можно утверждать, что дифференцируема и 4 и что {4 = 
м 

‚ Теор ема, Пусть ЖЕ 3) -... - Последовательность непрернвно дийференци- . 


сходится поточечно к некоторой пункции Г ат 
одятся к о функции 4 . ТОГДА ен рта и} ы 
Доказательство, и. достаточно лок Е ТЬ 970 В ле шара 


И функций, опрёделёнинх в открнтом Е: \ пространства Е, 
[И 





ео Так как \ и. -ь (<) - 
УИ \\(ачеб- сх) № АКИ, ‚ сходимость $.” Г ВЕ номериа 8. 
и. Предел равном —. сходящейся Е а ных _Фувк- 
циЙ/, то можно увидеть, что оцениваемое выражение есть © (|\). р 


ЗамечаниеТ. Вместо ‘поточечной сходимости во всём шаре и потребо====== 


вать полноту пространства, в котором принимают значения функции 1: , 
а Также сходимость 4, в центре шара ; из, ео внтёкает, что для вся- 


`КОЙ Точки 5 т шара Е ато то сходится. В са-' 
мом деле, афунда онзальна: поа- т С ы. 2 Св: За 
А: лова? 5 ОСА (7-1 а | а уе 

и. ь Нетрудно показать /зкалогично. 1 т.  оодИНОСтЬ функций 


$. будет равномерной. 
АИИС, Теорема имеет локальный характер, поэтому верна для лю- 
бой открнтой области. ,замечание!Г требует выпуклость или хотя бы связ-. 


ность области/. - 
2.6. ори. пример применения теоремы о конечном приращении, и. 


Пусть ) определена в области ®^ , содержащей квадрат (о, \ хо, 4}. 


и непрерызНо лифференцируема в ней, ‘Рассмотрим функцию 5< С у р 
о ‚3 


-—>ЕР(>,м) ее г т в окрестности отрезка 


_ принимающую значения= р и ей и дифреренци- :.: 
4 Е: 


_ руема.. В самом деле о Ве 3: - 24) 
‚Так и Реж, пи = © м = ), 
‚равна> ( цу! ЕС ‚$. - самом д ло жа и — 
= ИЕ (549 а) Е (5, 9) - Ех (24) К |5 За Ех (254 & ВЫ Е ых 
‘Нам надо ОПенить внражение в р них скобках по › риа соо ь 


ты ^ (нА, — (6) - 60 © | а Ге 


то тож ная 9”) а. 
Е (2) ео. 





силу равномерной непрерывности Е» / (© \\х[о,4 - ‘компакт/ а Напи-| ы. 


санной оценки всё а: уе = | 


СлодотвиС . ф УнкЦия 


точке хх. равна и В самом деле, А есть композиция 


| и Ф и о ти брнвного функционала на С[о, 1 ‚ сопо- 1. 
& Со 41 еб интеграл по ©41 ‚ й 


ставляющего каядой 
2,7. Условие 1 Липшица и производна 


- Гозорять что функция 41. МА -—> ве М.и М: - метрические О ан ВИе ‚ 
ое овию_Лицшица с коистантой С , т = © М... 


ь 


42), < Срох, 9). /очевидно, что она непреривна 
орви ема, Пусть определена и а. на внпуклом открытом 


в нор р пространстве У . Тогда ее 

+НЫ: 4 удовлетворяет условию Липлица с константой 
и для всех «еА верно \\ 4165) < С. | 

ть 2/ =>/1/ внтекает из теоремы о конечном приращения 


в = ОТ, 49 Дак ох 


ии < С. 1 м и то 65) 5 | <. САКИ т.е. и (26) < С., 


‚ЕО 





Теорема о неявпой Функции. , 


З.Т. Задача о появной фупкции в №. | 
‘Рассмотрим ипожестно точек ^^ виделяемое уравнением ЕЕ, м) 0, ‚тде 
- искотора по гладкая, вещественная ‚ фузкция на АР 
о Е \ о - одна точка. 
о = Хх М - ОЕ: 
| 8: ме =) = о. М°- ТИ плоС 


. а 


ге 


————-. 


ость. ты ПЕ 


дифференцируема и её производная” 


№ 3 
т Й 


о А в нормированном пространстве НХ ет значения! 


„ае-- изя пущен" < 


_яовыюн : ь # | 
ГИЯ | гу 


ЦИЯ %®! Ть -» Т, , 94710 Мат. х 


_. Доказательство, Пусть’ Е’. («)>0. Тогда Ех положительна в некотооой ^ 
‚ Очевидно, Е (1) 20 ‚Е (а) О. Выпустим из © 


‘жительно, а во всех точках второго - отрицательно. 


_ема в окрестности точьи (Х-, Зо).Пусть х (26, чеобратицый и имеющий не- г › 


- Нам надо доказать, что в окрестности точки (ХоЧое) при каддом 2 





лл 
лл 


>о 


А 


| | бр. 
Мы-хотим найти условия, достаточные для того, чтобы можно было логаль 
но представить это множество как график некоторой функция У: № = © 

а30в5м ТОЧКУ (4 Хх.) е мрегрулярной относительно 2х еслл 


‘3 


Более -точно, н 
существуют такие интервалы Т) и 1, содеркащие жи >. и бУнк- 

1.) =график Ф. т |7==-- и 
ребуя существование функции Ч: Т, -з Та м - 
мн бн прияли к определению регулярности отн. <). Г В 


Какие точки регулярнны отн. х. в наших примерах? | 
В примерах Ги ь нет регуляринх отн. >х точек, в ет 
3544 






кроме (3, © „. Оказнвается, что достаточное условие того, 
чтобн точка была те таково: ГУ + о —/Доказательство см. в 


следующем пункте 


° примере 2 Ш и х все точки, 
и (-41 0 


2. | 
3.2, Неявная функция в №. | д №2 
Теорема, Если Е; №2 {. непрернвно дифференцирусма в окрестно- 


сти точки «Ее М и 2740, то < регулярна относительно 2_, ___. 


окрестности < |, Сдвигаясь по вертикали и не выходя из этой окрест-. 
ности, выберем с вне © и © ние а. 


и а’ настолько малые горизонтальные отрезки, 
чтобн во ьсех точках первого Е было бы поло- 





Можно выбрать их одинаковой длины. Получается 
прямоугольник, в кахдом вертикальном сечении кото- | 
рого функция Е меняет знак и монотонна, следовательно, имеет един-: 
ственный корень. Поэтому ск регулярна относительно 2 . В следующем : 
пункте мн обобщим эту теорему. | ый 
3.3. Обшая теорема о неявной функции, | 


‘Теорема. Пусть Х,\ , Е - банаховы пространства /полные нормиро-’_ 
ванные, “у —> 


функция Е я определена и непрернвно дизференциру-’. 


_. преривный обратный линейный оператор. из 2 . /Заметим, что ° 
из существования такото оператора вытекает изоморфность У и 2 
„В частности, в конечномерном случае м^ Х = ол Ё/. Тогца суще- 


ствуют такие шары М и \/ с центрами в .Хо и + и такая функ- 


| 
р 
#. 
{ 
+ 


ция ФУ —^/, Ч70: ее 
| Уд Е(ж,“) =© <=> = 40% для лобих точек хе\ ‚ МЕ \м/ но № 
ой АЯ непрерывно дифференцируема и $' (<). = - [Е% (х, 46))] ® : 

 к(х (25) В Уз частностя, указанный обратный оператор’ существу: 

ет 


Говорят, что "уравнепие в окрестности точки (Хх. 4») неявно 
задает 4. как фупкцию от "”; второй пункт теоремы называют |. 
"правилом дифференцирования неявно заданных функции’. Доказательство : 
теоремы см. в нескольких следующих пунктах. | ОИ 
3.4. Показательство теоремы о неяриои функции, Идлан/ и: 
уравнение Е (х,“)=оимеет едипственное решение. Мы будем применять 
теорему о неподвижной точке скимающего оператора. „Для этого перепи- 
цем уравнение Е(х,“)=03 виде Ч= ч- [Ез (жом Еы)Лравая часть 
а фиксированном х доляна бит слиубющей; на это есть надсхда, 
так как еб производная по есть 4-(Ез (2945) РУ, } ‚ что 
близко к нулю, так как Е (%, 5). „близко к и это рас- . 
суждение, ми докадем пункт/ТИ: Далее мы проверим непреривность и диф-* 
ференцируемость м Дифоеренцируя тождество ЕО 0-9, ин т . 
хе (2, 4()) + Ра (2,4(5=)} ‹ 4 (<), ‘о откуда и следует равенство/ с/. |. 
/оре затор На (=, Фбо)обратим, так как близок к обратимому оператору 
Е о у Подробно рассуждение будет проведено дальше, Е: 
3.5, Доказательство теоремн о нелвноз. Функции. Иначало/. т» 
Пусть М и \ - пари с центрами 2. и %»*, радиусов > и= с00т. 
ветственно. /Внбор & и > мы пока отложим/. я 
Наломним, что мы рассматриваем. отображение (Че 


мч [Е =.3-24 *Е 659). 


о ее 







—= и. 


ео рчеиеноятетера--* 


Хо 


. ‚ 
о о Мм СИ. ой с мне 5 И РО Е АЕ ЕТО И Е И И Ире ПВС 1 | 


_ кв, например, ЕР +0, тр, напротив, т можно внразить через. Х. и 
и. Е 











ГЕ] 


ее | ю А ‚} й стр. в. 


при фиксированном = < М. [ам надо, чтобн оно било сжимающим, напоп- 

мер, удовлетворяло условию Линшица с С =Ё. Для этого норма его про- 

извОЯ ПОЙ Доля Ч бнть не больше =, Внчислим эту произуолную: (@.)/= 
›“Аз 





(Ех о») ^ (2,3. _В силу непре вности Е* при ДОСТаточ- 
НО "ма лЬХ < и . функц ии ©х бТлУут скнмающими с коэффициентом &, 
Кроме того, мы хотим искать исподвиЕную точку Пункиии_ о 3 шаре 
и, следовательно, мн долянн добиться того, чтобы ‚ @х порево- 
дил \^/ °в себя. Так как @хся имаюцая с коэффициентом 2, достаточно 


требовать того, чтобн в -4\ < 3&, то есть чтобн 

| [РА (2.4) 7 те, УИ = Уменьшая, если Ну? мно, 5 при неизменном и 
МЫ ОбЪЕМСЯ И ото9, ИЕ, первый пункт теоремы доказан: 4(х)= непод- 
вижная точка х . В следующем мы будем доказывать непре рывность 
функции \Ф и вичислять еб производную. 

3.6. Непрернвность неявно заданной функции, 

Докажем, что построенная в преднлущем пункте функдия 4: *нъ/непол-. 
викная точка мк / непрерывна. Для этого рассмотрим последователь - 
ность фулкиий У. ---:. Чо (2) = Чо › Фа (2) = ах ($. (=) = 

=9. (х)- СЕ Е Р(5= 4 4ье) Если Ч. непреривна, то непрерывна И Ча, . 
поэтому Всь ‹ Непрериывин, Так как неподвижная точка есть предел 
последовательности итераций, то $. (х) поточечно сходится к 


‚ Более того, так как все Ох схимающие с одинаковым коэффициентом $, 


Й 


Е (хьхёхь) =<о, >\Нас интересуст,в каком случае эте Липия Илокально бе 


Е |, ое ее "Дриирняя (ЕЕ ее) 


можно. а что 


эта сходи» о авноме на. ^ /вспомните доказательство теоремн о непод-. 
ВИХНОЙ точке/. Итак, ‚равномерно сходится к У, поэтому 
непрернвна. | 
ай НИЕ неявно заданной функции. . 
Докажем, что У ` дифференцируема в точке 2. ‚ Очевидно, 2(х, ео 
при всех хе\ . Поэтому Е(4\ Ф(. р Ка, ‘№ (хь)) = 0. 
С ты И эта рано равна в силу диф еренцируемости Г 
м УФ (+ - Е А 4) 
имеЕм 
Ф(хь+\)- Ф (х. = - гк (=. 4,9 (х.+)-Ф(х т № 
Рдинственное, что а о - 4) что в Провой Чабти стоит не о)’, а 
о (4 (Ф (+ М - 4(2=)\ о. Эта трудность прердолетаетея так: 
} и ^^/ настолько малн, что 





а 
у (№)! м + я. и, о и. И\(х.+6)— № (х.) || $ - 

. ЕС. А МА ыы 4(х.)\ , откуда (+ \,) - «бе ас] 

: аи ги о 4х) — 4 (хо = о (+2 + ИЕ) = 6 (1). м 
‚Итак, $ исференцируема в точке =. . Можно считать, что во всех. 


точках У ХММ оператор Ец обратим /т.к. близок к обратимому 


` оператору Е\ (хь, 45) / и, следовательно, что’ в любой из точек гра офика > 


мой НО применить уте описанную часть теоремы о неязной ФУНК- _ 
ции. Поэтому \ — дибференцируема золу. 'Непреривпость \Ф’ слелует ._. 
из её виражения через производные функции Е. Итак, доказательство: ^ 
общей теоремн о неявной бункции закончено, | в 
3.8, Пример: линии и поверхности в №2. рн. аа 
Т. Пусть [` в @ непреривио ди дферепцируемая ив ил. Рассмотрим ‘! 
"поверхность" 4 (ж: Хахъ) | Р(х,хг ХУ)=0$. Если в данной точке этого мио-. 


пи ° 


` жества Е/,+ О , то локально оно представимо в виде графи па © й упхции ш 


= 4 (ж > к.) | “ /следствие а о пеявной бункции 


1 


хъ ‚ плохо, если, Нх. , Ех. равны нулю, т.е. го. 
2.Пусть ЕК. >= >. - непреривно дифференцируемая функция 
Е: (жхьхь) + (Ра (х: Хх») ‚ Рё(жх.хъ)).Рассмотрим "линию" (Хх, хехъ) 


‚может быть представлена п виде ха, 4 (хи), Фа) \ ХЕК$. Теорема о ‘`` 


_` ноявной функции дабт ответ: для этого достаточно, чтобн Е 
‚ Рели мы согласни вибрать в качестие "ИСЗавискмого парамстра 10б0е из 


трёх неизвестных, то достаточно порозенства нуля, одАОГО из трёх оппе- 
делителей, то есть того, чтобы оператор Еел (вк К мел максимально! 
возможный ранг 15. 

| ‹ 


О а - | | Вх. Е | | | 
ообаен | а. | с $ С. Кг Ех» 1 | 


5 . В 
дне яке о жен росе еее ак, церк, т оо ром пит ито ЗИ. о - | 


ыы 





в 











Ё я ; ( ха р 
` Тые множества в них, Взаимно однознаЧНОе _ стоображе ние 2 множества 
ПИ 4 





‚1 х т `. 


\ 


| А.20 ‚о 2 ть 
3.3. Диффеоморфизмы, теорсма 06 обратной функции. ©. я 
Пуеоь. а - банаховы поостраполва, Же х , МС\М 


м па множество \/ назнвается лифтеомо 
-* напреривно диеренцируемн. | 
пеорена, Пусть ^ , % -- бааовы, $ - непреривно диТеренцируе-° 
мое отображение открнитого, множества А › в простоанстве Х в тро 
ствопетво ‚ СЕА, 4 (>)- обратимый линейний оператор из Хх 
`В ). Тотда существуют такие окрестности А и \ точек а 
(<), что является диффеоморгизмом Л^ на У. 
‘оказательство, Применим теорему о неявной Функции к уравнению 
-(=,49) = О ‚ тде Е (5,4) = ч-— 4(2° , и будем питаться внра- 
ЗИТЬ а как функцию от /по соавнению с формулировкой пункта 3.3. 
переменнцие => и \ч переставлени/. Функция Е непрерывно дифтерея- 


В В 
И 


© ‚ Она дана по условию. Итак, по теореме о неявной Тункции 


цир Е надо проверить лишь обратимость Е\е (< ,4(а)), Т.е. СОРТОВ = 


существует а м точки 34(<), окрестность ‚ ТОЧКИ © 
ий функция $: М —* ‚ Такие, что для жж е\ свойства. 


‚ че 
м =4(>е)и = \@ (4) а НОСИЛЬНЫ. В каче- 

: се А. надо взять открытое мнояе- 
ство {= (/)П \/ , Легко проверить 
что как функция из ^ в 
и У как функция из М в ЛА взаим- 
но обратин. Одна из них дибференциру- 
‚ема по условию, другая - по теореме о 
неявной функции. 


3 ЧИ Ито теме "произподная"/, Ё г. 
| . ы м? 45 р и 
Т. Определитель можна тассматризать как функцию “+ ® . пайти её: 
производную а/. в прт. вольной точке, 0/, в точке А /единичной матри_ 


‚Це. 


|& 





2. Говорят, что функция }: Е -»Е имост производную Гато, в точке хеЕ ^ 
‘если`она имеет в ‘2х зоЗиЗДодную вдоль. любого вектора [., линейно”. 


и непрерцвно зависяцую от. . /атот оператор и назнвается производ- 


` НОЙ Гато/. Если имеет производную френе; то имеет и производную 


Гато. Верно ли обратное? 


Зу Отождествим Ч. ‚ пайти производнне функций 2—> 24 т 


в 
} 


2. 
с 
Ета еее | 
4. м производную функции: С [о 4) —> №. определённой соотноше-, 
нием 20) = (54 $() % Сл {8 
5, Рассмотрим пространство 43 ‘числовнх последовательностей 
= (ха, ....) © |= 91| 2 е> к функцию 5 > {2 |. 


Доказать, что она нс дифференцируема ни в оцной точке, 


6, Пусть о 
° точках [|5 дифферопцируена? /ср. с пред. задачей/ :. 
т уг. ® 


Т. Доказать, что если в шаре \/ производная функции 4. ху 
постояниа и всюду равна Д, то существует такое ЧьЕУ, ‘что 1 =Ахчче 


‘цз Доказать такое обобщение теоремы о конечном приращении: есля 


г. 


* 


: © —> = [1 - диоференцируемне функции и \\{'04|< 
8 (2) для всех х., о ре 
3. В теореме о частних производных и полной производной достаточно 
требовать пепреривности одной из двтх частных производних. Почему? 

4, Обобщить теорему о частных производных и полной производной для 
СЛ ЕЕ Е. 

5. Доказать, что если в кайдой точке открытого множества у бункции 
существуют производние Гато /см. задачи в первой части/ и опа ненре, 
Таки в тсореме о пеярной функции, предполагается нопреривпость [419 
впрочем она внтекаст из взаимной односначности (о), его непрерыв- 
НОСТИ И ПОЛНОТЫ | Хх и У /тсорсма Банаха/. | 


с те а 


-‚евклидово пространство с нормой 12| = хх) . В каких—^ 


п еще о :. 


ро ое тан триеттииепнс- 


ОБРА. теоимсиини лететь 


Ра 


„ окрестности, будет работать 
` Указание. Примените теорему о сщимающем отображении примерно так же, 








а д и | Аля 


| И" 
рывно зависит от точки, то функция непрерывно дибференцируема 


6. Путём в нормированном пространстве = называется негр 
отобранение у отрезка (а, 8] с № в’ = , Длиной пути 5, „назива 
точная верхняя грань длин вцисанных ломаных, Т.е. зар (> Их $. 





<. ` га — # т* “ а д т: ее 5 и А и 9. 9 У! 
Ао = А < < %0=6)/он модет быть бесконечным или кокёчних! 
в последнем случаз путь на ается спрямляемым /, доказать, что есл 


ть назыв 
непрерывно дифференцируем, то длана 5’ равна ое 
о « | 
ной к мнокеству 14,4 | Зичи 93 = 0} 

в точке (0,6). ел - 
р. Исследовать, какие условия на Е действительно используются в 
доказательстве теоремн о неявной` функции. /см. Г.Е.Милов, "Функции . . 
нескольких переменных"/. : № 
3. Метод Ньютона приближённого решения уравнения ер=о“ = 
- непреривно дифференцируемая функция/ состоит в следующем: если © `- 
уже имеющееся приближение, то следующее, "улучшенное", вычисляется так: —. 

(2) меняется на {(х) = 4(<%) «\(<)ходи ищется корень линейного урав- 

ения {(х\)=0 ‚Т.е. рассматривается ‚ — ое (се) * 4). [И. 
/разумеется, предполагается обратимость га.) /. Таким обра- у 
зом, последовательцость приближений строится по формуле 
Хлаа= Хи - [АИГ 4.) начиная‘ с некоторого начального . а 
приближения Жо, Ролее грубый, но более простой метод/ позволяющий 
избехать вычислений во. многих точках/ состоит в рассмотрении по- 
следовательности Хили Хи— [ (хо) 1`^4(%.). Докажите, что если име- 
ет корень о и. 4'(2<) обратимо, то существует такая окрестность точ- - 
КИ о, что упрощенный и, Пьютона, начатый с любой точки из этой 

Те. Хх. —> о .® 


как при доказательстве теореми о неявной функции, Анализ обычного Ице 


: у прощенного/метола Пъьютопа сложнее, хотя при достаточной гладкости 


‚. аналогичное утвержден; тоже верно, 


мае з: к г. нь К. 

м. о о: 
; м о , : 
№: г | 

{ : < } 

К ` о Е 

й ро 

ня ин 

© . ‘ - } 

Е 

- | | 

т. 

ров 

к 

‹ % : | 











\оодллФФЕРЕНЦИАРОР АТ, МЕ АУ ночь мМЕ функчми : | : 
\. Фо И-сю,. я) ФС хх { (542) ; $), (т жы> $4 
2. хех © коцечмомеЕрНОМ ЕоклАдобом ПРОСТРАНСТВЕ, (Гда А 

РИФФЕРЕНЩИРУЕМАТ ), Г д? ь | 
3, $: Сем —®. =. Ф( {= 50) 5). +) = ) ея. | 
Ч. ПроллюфегИцщи РОБАТЬ ФУНКУМ НО ®*—> Ю. (2,4) о Сев) 
млм [А (4,2) (56. | 
5, ПриьЕс-л ПРИМЕР ТАКОЙ АМФФЕФЕНЩИТУЕМОЯ ФУНКЦИИ |. вк. 
что Ухо, 440 =44). м 
$ Прова еныять ть “ФВ”, РОК ) — К — 

-1 | м 

Ф(А, ©) = бе (А * 5}. | а о 
+ бичмелить пеРоласорчно Ф-ми дах: 45 (^^; В ) —> К 6 точке 1 ы 
‘фоель М. од = р и ие 
3. ЛлеФЕРЕМЩМРУЕМА мм ФчикылАя С [4х С{о, | — С Го, 1}. 

оп. лЕЛЕННАЯ ФОРМУЛОМ $455) И , 

ЭМли-ка дтоьмовоснУн С[о, А} С, ([©,4]* (9,41) : 

ФИА 4х м {о 15) | к 
‚10.НАЙТА ПРОМЪВОДИУНО ОТОоеАХЕНМЯ а Е Омане ПРАВА 
\. НАИТА ПРОМЪФФСААУ НО ФМ -Х. 10, & х \9,41 х С (©, 4} — м 
(о, 6, {ун-ь ) {425 2. | 


$ & 
| о з [у ЗА 
ле О 


' оо 
НЕПРЕРЫЕНА НА КАЖДОМ ЛУЧЕ, ВЫХОДЯ ЩЕМ МЪО, но НЕ НЕПРЕРЫВ. | 
НА *`®`О. м. м =. | 
\>. 2 перстфАНел ФЕ ( ПослЕ дот ЕЛЬНОСТЕй Ха, Ха ..... С г \2<.\<ео - 
Фумкмя хуъ\х (ЦмыРдхи) нигде МЕ рАФФЕРЕНЩЬРУЕМА, 

1. Функиил Я С, — № , у НИЕ МЕ рАФФЕРЕНЩИРУЕМА. г 


7 Ееклльовы с деостРААСТвА РАЗА к 
Ва (Ма) М 5. (Мом) = Ут ам 
в“ \С=,з>\ = ое АМА, т = 9 ‘пеъпоРАмонНАЛЬНА. 


Е. Ао а АА. то х и. пеПОРЦАОНАЛЬ НЫ. 


Ц Пайти длину проокнии ребра п, - мерного куба на его главную диаго- 
наль Усаную `“лилную/. В какие точки диагонали проецируются воршины 
куба" 


_> НаААТИ ПРОВЖЩЫЬНО (4-4, -ъ, Ц) ЧА М =«ее,,еь>, гов 

ел (4,514), ез= (42,2, -8), еъ = (4,0, 0, -5), 

©. бсякая БИлАНЕЙЦАЯ чогмА В(х\\\ В ебилм моъом пР-еЕ М 
а ‚ МА (5, “) -—> 6>,ч)) те ©-нЕкоторРых опефдчоР © У. | 


И ВИ 






















А: три ата 
ма я Иль + 


ото. по 1-6 ын приведем свод о осно ВНыхХ 
ений и связанных с этим нонятиему доказательства и 
олее 0656 комментарии см. в книге; Л, Шварц. Анализ, т.], гл.о, 
ределение. Говорят, что на мнохестве Ъ задана топология /введена 
Ютрукттра топологического простоанства/, если некоторые нодмнокества 
Е ОННЕВЕ отконтнми, причем внполнены следующие свойства: 
и Е  ОтТЕрыты; | 
ЕЕ любого /возмохно, бесконечного/ числа открытнх мно- 
хеств отконто, НЕ 
‚З/пересечение двух /и следовательно, любого конечного числа/откры: 
.|- ^ тых множеств открыто. 
ожество, дополнение которого открыто, называют замкнутым, Свойства 
-5/ можно переформулировать в терминах замкнутых множеств: 
и Е замкнутн, 
Е. любого числа замкнутых множеств замкнуто; 
З/объединение двух и множеств замкнуто. 
Всякое ме ЕО пространство является топологическим;, ео 
кое пространство ато из метрического, назнвается метризуемни. 
Полынохество ХСЕ назнвается окрестностью принадлежащей ему а 
а, если существует открнтое множество У содержащее о. и содер-. 
жащееся в ХХ. Понятие окрестности приспособлено для переноса "&- 5. 
- ОА случай топодогических пространств: часто фразу "для. 
всякого = существует & ..." /означающую: для всякой парозой [ тади-. 





го пр 














= 


_ <{  окрестн= и точки < существует наровая окрестность [ не- ` 


которого аа ". .../ МОЖНО заменить на разу: “для всякой ок- ! 
_‘рестности точки © уществует такая окрестность точки 6 ‚, что..," 
°5 Множество все’ `путренних точек множества Ж - внутренность 





является максимальным по зключению открнтныы множеством, содеранемся 
в Х. Точка ©. касается множества Ж , если любая окоестность с% 
пересекается с Х /если Е\Х не есть окрестность с «если любое 
открытое множество, содержащее < ,‚ пересекается с ЖХ /. Множество 
всех точек касания множества Х есть замкнутое множество, содержа- 
щее Х и являющееся среди таких минимальным. Оно назнвается замнка- 
нием Х., Послеловательность точек =. пространства Х сходится ко, 
если в любом откритом множестве, содержащем <. ‚, лежат Почти все ел. 
Роли <ЕХ, хи -—+а, 10 © - почка касания для . Обратное ут- 
веряление /спразедливое для метойческих простоа ‚нств/ кезерно; не для 
всякой точки касания существует сходянаяся к ней последовательность. 
задача 1/. Поэтому рассуждения с послеловательностями в случае то- 


° [нологических пространств часто оказываются непригодными, сушествуют 


понятия "направленность" И Е иногда заменяющие понятие. по- 
следозательности; о них см. Д.Келли Общая топология, У последователь- 
ности может быть, вообще говоря, несколько пределов, если простран- 
ство не отделимо, (топологическое пространство ЖХ назнвается оттели- 
МНМ Ихаусдорбовны, ‚ если у любых двух различных та хи суще- 
СТВуют непересекающиеся окрестностий. В случае отделимого пр стран 
ства это, как легко видеть, невозмохно. Чтобы и. подобных па- 
тологий в дальнейшем все пространства будут считаться отделимыми 
если не оговорено противное/. отметим еще один факт: определение 
предельной точки последовательности как точки, в любой окрестности 
которой бесконечно много членов последовательности и как поедела не- 
которой подпослелозательноети различны /задача 5/ 
5, Констоукиии тополорических пространств. 
выя База фопологии, 

Тусть Е - топологическое пространство, ® - некоторое семейство 

10т ткрётых множеств в Е . 4 называется базой = , если любое откры- 
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| —_ | СТ Уд Нл 
{ | эт и 5. 
| } | По .. открытие интервалы.с рапиональными концами образуют базу на 
риоямой с обычной топологией. , | 
имере. Топология поточечной сходимости. Пусть Х - пооизвольное мкс 
1 оный х 58 - 
| хество, \ - топологическое пространство. Ввелём на пространстве Е 


ы 
[4 
4) 
ъа 
< 
2Я 
5 


ций из Х в 1 топологио, объявив базовыми открытыми мноде- 
ствами все множества, получающиеся так: берётся кекоторое конечное 
множество точек %5,... 22) © Х , столько ие открытых множеств 4... 
с Уи рассматривается множество {Хм | {Ее { АЛЯ РсЕХ & 
Послеловательность функций 44, 2... СХОДИТСЯ В ЭТОЙ ТОПОЛОГИИ К ФУНк- 
ИИ. тогда и только тогда, когда для всех же последовательность 
аа $. >),.... сходится /в М /к ле 4/. Из задачи Т /или 
задачи 3/ следует, при Х=У=® это пространство неметризуемо. | 
22 ИНдуцированная топология. у 
пусть Е - топологическое пространство, А, Ввелём на А Структуру 
топологического пространства, объявив открытныи те подмножества А”, 
которые представимы в виде АП\/, где \ - откоытое в Е мнодество, 
| | это определение согласовано се опоелелением индупированной метрики, 
| Если Е отделимо, тои А отлелимо, | : 
‚ 1=.з. Пооийизведение топологических пространств, Пусть Ели Е. - т0-- 
я \пологические пространства; а: ЕАхЕопологию, взяв в качестве 
: Г базы множества вида Аа хо, где . открыто в Е, а УЦ. открыто в 
олелую- | Е2 . /Мохно] определить произведение любого семейства пространство 
` щим | | Ех .’ Базовыми открытыми мнодествами объявляются те, которне получа-' 
образом ются следующим образом: берётся любой конечный набор индексов а аи! 
р | й откритных мнохеств Им, --. И«в пространствах Ее... Е“, И рассма- 
ый т. множество тех точек декартова произведения Ц Е„”, У кото 
| "рых де -ыме коорлинатн лекат в Ах;. Это произведение торла назнвают 

‚ | ‘|Тихоновским в честь А.Н.Тихонова. Пространство бункцяй изХ в 6 
|. | топологией поточечной сходимости есть на самом деле тихоновское про- 
изведение пространств \ , взятых в количестве, равном мощности Хх .} 
Легко видеть, что сходимость в произведении - покоорлинатная, и что - 
> произведение отделимых пространств отделимо. Операция произвелевия 
ы ‘ассоциативна, 
| |=... Факторпростракства, | 
Пусть Х - множество, ^^ - отношение эквивалентности /т.е. рефлексив- 

|ное, транзитивное и симметричное/. Тогла можно естественно определить 
Фактормножество Х/^/ /состоящее из классов эквивалентности/ и отобра- 

‚ щение Х-— Х/^^, сопоставляющее элементу его класс. Роли в Х за- 
‚ Дана топология, то возкикает топология в Х /^^ /фактортопология/. А 
| | шменно, множество в Х/^- называется открытым, если его прообраз при 
| каноническом наложении Х на Х/^^ открыт. Замкнутнми множествами в. 

/^^ будут, очевидно, те, прообраз которых замкнут. Факторпространствс 

| 

} 











ры 


может быть неотделимым, даже если Х отлделимо. /залачи о 
Если $. Х->\ - надохение, то в Х можно ввести отношение эквива- 

лентности: 5х:- 352 <> (22) = (ое); сактормнохеетво будет канонически 

изоморбно У ив У возникает топология, очевидно, Ас`Х открито в 

этой топологии тотт 2. ТОЛЬКО тогда, когда | (А) открыто в Х_, /На-. 

ложение топологического пространства Х "на топологическое просят 

ство У. обладающее этим свойством, называется факторотобрахением. 
Пусть ( ХХ - 


о 


аг 
/ 
‚ факторотображение, ‘Ф - непрернвное отображение Х 
' В {4 

замнкающее диаграмму, судествует тогда и р к 

тогда, когда У2°; х-еХ ( (= $ (262) > Ч(ха= (2с2)). ] ф 

|- (/То, что - бакторотобрахение, используется при. 

(проверке непрерывности Ч. / | Е 


=, Легко видеть; что непрерывное \: У =’, х 
\ 


1 ` 


0 идее но А ы 
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ДЛЯ проб: те 
‘КОГО ОТЕ ти 
Г стоанств Иа 
30 пыею не 
Гечётного ворлу плотно ет 
|мнохеством/ /задача Т0/. у 
13.2. Компактность, 


'Топологическое пространство называется компактным, если всякое открн-’ 
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1тое покрытие его имеет конечное подпокрытие. В этом случае, для каж- 
| ои последовательности естъ точка, любая окрестность которой содержит - 


есконечно много членов этой последозательности й 


неверно /задача 4/. Компактное /в индуцированно 
жество отделимого пространства замкнуто: замкнут 
пактного пространства компактно, Произведение ко 


|ски не т наличие сходящейся подпоследовате 
В любом числе компактно/теорема Тихонова, её ток 


но отсюда автоматичес: 
льности/. Обратное 
И топологии/ полмно- 
ое полмножество ком- 
мпактных пространств 
азательство для бес- 


конечных произведений использует так назнваемую о для ко- 


ф ‚нечных произведений доказательство довольно прос 

те Непрерывнне отобоежения, 
Отобрахение топологического пространства Х в 

странство `У напреонвно в &«еХ, если прообраз 





то задачи ТТ и 26/. 


топологическое про- | 
любой окрестности а). 


есть окрестность < ,‚ Обратите внимание, что определение е послелова- ‚ 
тельностями не эквивалентно этому /слабее его/, Отображение 4: Х->\ 


бого открытого мнохества Открыт /вариант: прообраз любого замкнутого 
мнохества замкнут/. Верна теорема о непоернвности композиции в есте- 

| ственной формулировке. Взаимноолнозначное непрерывное вместе с обрат- 
ным отображение Х в \ называется томеоморфизмом; пространства Х и: 
`\ называются гомеомор@ннми, если существует их гомеоморфизм. Образ. 


непрерывно во всех точках Х тогда и только тотла, когда прообраз лю- 
1 
& 


_* компакта при непрерывном отобрадении есть компакт. отсюла, вытекает, 


| что если Х компакт, а ! отделимо, то любое непрерывное наложение 
Х` на \У оудет факторотображением; в частности, любое непре- 


ривное взаимнооднозначное отображение компакта в 
ство есть гомеоморфизм /задача Т3/, 


отделимое простран- 


Легко видеть, что отображение Х вЧхЕ непрернвно тогда и толь 






о. Связные поостоанства, 
топологическое пространство Е связно, если его 


открытых и замкнутых множествокроме И 


| ТеоремаТ. Связными нодмнодествами (2 являются: 


и вве 1, 


самом деле, прообраз открнто-замкнутог 
замккут/. . 


‘чении для функций на отрезке 
вещественная Функция непрерывна на связном простр 


| значений связно по теореме 2 и является одним из 
множеств, 

Верен_и обратный акт: если любая вещественная 
ция на Е принимает вместе с любыми двумя значен 
‚ные, то пространство связно. /В самом деле, если. 
то сункция Х.) ,‚ разнаяов А ин Т ве 


на любом связном 


Ко. тогда, когда соответствующие отображения из Х в Х изх вЕ 
Непрернвны. То же зерно и для бесконечных произведений. 


нельзя разбить на 


две непересекающиеся откритые части /Вариант: нельзя разбить на две 
непересекающиеся замкнутые части, ещё олин: в нём нет одновременно 


пустое, промежутки ` 


Теорема. Образ связного пространства при непрернвном отображении 


о множества открыто- 


Следствием этих лвух ты является теорема о промежуточном зна- 
И 


пространстве/: если 
анстве, то множество 
описанных в теоремет 


и непоернвная функ- 
иями все промежуточ- 
С открнто-замкнуто, 


тата уго» 
папоа очвна,. 


ЛЬ УЛ 
В“ 


т - ? ь 
Объединение ‘семейства понарно нерэсекающихся связных множеств 


связно.. 


пчееичче 


( був 
мающая значения в любом 
[= 





} 

2 СТ д. 

ТСя В следуюше ий ворме: 

м пространстве постоянна 

‘ком пространстве и прини- 

азнвается локально постоянной, 
ть, в которой функция постоянна.) 

начения локально постоянной функ- 


м Ё . 
локально постоянная функции 
ункпия, определенная на 1 





т 
Е 
если у какой ня есть окр 
В самом деле, прообраз любог 
ЦИИ ОТЕрНТ И ее. 

Более сильным, чем связно 
линейная связность. Путем в. 


войством является так называема 
ЕСО пространстве Х называ- 


оо 


й 
линейная связность оп 
ется непрерывное отображение д: [^^ 6 — Х. Точка У(>.) называется 


началом, а точка 5(6) — концом пути. Пространство називается 

линенино СВЯЗНыЫМ, есля любые ва точки можно соединить путем. 
еорема. ’Линейно связное пе траНотВо связно. 

Доказ - тель Г. тв 2 я _ ее в про- 

странстве РЕ ЧЕХ и льзя соединить 

путем: р >’ ох 'бн и И о $ коз . 5- (Е обраво- 

вали бы разбиение отрезка на два непустых открытых множества 

( что невозможно в силу его связности)„Обратное неверно (задача 


Образ линейно связного множества при О ВЕНЕОЙ отображении 
линейно связен. 
6. Компоненти. 


бсаБь Е - топологическое пространство. Точки х , принадле- 
хащие Е ‚ связанн, если они содержатся в некотором связном 
подлиножестве = Это — отношение эквивалентности, так как объ- 


единение лвух пересекающихся связных множеств связно. Классы эк- 


`’вивалентности по этому отношению называются связными компонентами. 


Кажлая связная компонента связна и замкнута Стак`как замыкание 

связного множества связно). См. задачу Тб. > 
Пространство Е называется локально связнныы, если для всякой ок- 

рестности М всякой точки се =, существует свяная окрестность —— 

этой точки, содержащаяся в М (Это - не то же, что "у всякой 

точки есть связная окрестность"! ) 

Бывают связные, но не локально связные пространства, а бывают, 





^ 


`Наоборот, локально’ связные, но не связные пространства (задача ть. 


В локально связном пространстве всякая связная компонента открыта. 
Более сильное свойство - локальная линейная связность - означа- - 
ет, что во всякой окрестности всякой точки мошно наити линейно — 
связную попокрестность. В этом случае всякая связная компонента 
линейно связна. В частности, если локально линейно связное прост- 
ранство связно, то оно линейно связно. Напримет, 
открытое связное подмножество нормированного пространства 
линейно связно. 
1. Гомотопия. 


СТ Х У - топологические пространства, $. 0: ты У а 
О отображения. 
пределение. 4 ромотолнн, если существует 
такое непрерывное отображение Е: [6,41хХ У что Е (0,2 )= 1 


Е (42 = 34 (2^) для всех хе ж- 
Гомотопность зы И в означает, что они могут 
ак быть "непрерывно деформированы" друг в друга; про- 
—х мехуточными этапами этой деформации Я ото- 
бражения +, : Х > У определяемне Формуло! (== 
= 2 (+. = Иными словами, ь ря 
Х>155 топны,’ если их МОЖНО ВКЛЮЧИТЬ В а 
(уеГо,4\) , непрерывно зависящее от + (в том смысле, Е “отоб- 
ражение (2,4%) —» 14 (2=) непрернвно на Хх \ ). Имеют место следу- 
ющие простые свойства: 
°Т) Если два отображения гомотопны, то их композиции с любым 
третьим отображением также гомотопны. 
2) Гомотония является отношением эквувалентности на множестве 


Е непрернвных отображений из Х в : 


Таким ООО, множество непрерывных отображений з Хв Я 








ЯН ай ПЕНЬ РЕ Е 


руктура получающегося множества классов 
Это множество обозначается СХ, У]. 








гомотонность путей в некотором простран- 
ношение гомотопности мало интересно, 
стве любые два пути ргомотопны, 


та 18.) 1 гакле понятия: 
Гомотопия с. 3: 


т нцами. > 
Два пути уь + 54:9, дотопны с закрепленными 22 
ТО — концами, (рисунок справа), если у них 





—+3 © 






) 


Хо общие начала и конин и существует семейство + (9144) 
путей с теми же началами и концами, осуществляющее 
ы —  громотопию. 
Б) Гомотопия в классе петель. | 
Путь $: (©.4|-> Уназнвается петлей, если Х(©) = У(4). Лве петли Хо 
и у: гомотопны в классе петель, если существует гомотопия, во 
промежуточные пути которой - петли (рисунок слева сверху). 
_. Путь называется постоянным, если Я(*) при всех + равно не- 
которой точке пространства У. Постоянный путь является петлей. 
Теорема. Следующие свойства линейно связного пространства 
равносильны: 
(Т) любые два пути с одинаковыми концами (точнее, с оцинаковыми 
началами и концами) гомотопны с закрепленными концами; 
ю) всякая петля гомотопна постоянной; + 
3) любое непрерывное окружности Т (== \\=|=4)* ву 
продолжается до непрернвного отображения круга 22 =4 ||=2|< 1% 
(4) любое непрерывное отображение границы квадрата в У про- 
‚: должается до непрерывного отображения всего квадрата. и 
‘Если эти свойства выполнены, пространство У называется одно- 
связным. | 
оказательство. а 
(Т)=>(2) Петля , выходящая из ©, и постоянно равная © петля 777 
гомотопны с фиксированными концами, и, следовательно, гомотонны -—.- 


-- ЗВ ое петель. 


3) Пусть имеется отображение окружности в У . Его можно _ 

ассматривать как петлю (выбрав на окружности точку). 

ассмотрим гомотопию этой петли к постоянной в классе 
петель. Промежуточные петли рассмотрим как отображения. 
„меньших окрухностей - вплоть до постоянной, которую 

(в силу ее постоянства) можно рассмотреть как отобра- 
жение окружности нулевого радиуса. Получим непрернвное 
отображение круга. 








<> переходит в окружность, АБ’ - 
в центр, а АХ и @с - в один из ра- 


2х: с. Более Формально, рассмотрим прямоуголь- 
= ник АС > на комплексной плоскости. _ 
\т>› Отображение 4: чл? > хе 3 — перево- 
© диг прямоугольник в круг &>. Сторона 
..А 4 
о 1) 


диусов. 
Лемма. Непрерывная функция ФЗ на прямоугольнике тогда и 
только тогда может быть представлена в виде 2->4(9(=)) ‚ где 
— непрерывная функция на круге, когда Я постоянна на 
и совпадает в соответствующих точках сторон АР и ВС 
$? (5) = У (х+ ал) _ (иными словами, 915) =9() >Ф(к)=9(3)). 
Доказательство леммы. Отображение“ 9. является 
непрерывным наложением компакта на отцелимое пространство, и, сле- 
довательно, является факторотображением. Остается воспользоваться 
диаграммой р р 8 
Итак, пусть — непрерывная функция на окружности. Тогда рас- 
смотрим петлю 2.» $10 (=) ‚ определенную на @№ ; согласно. опре- 
делению гомотопии в классе петель, эта Функция продолкается с со 
на весь прямоугольник, причем совпадает в точках © и >+37)% 


`®) Эту окружность иногда обозначают также 1 и Т ; воооще, о" яв- 


ляется ооозначением для сферы в [^ ‚а ТИ - для Тх.хк 


те 








в 


`’ Те аналогичсым причинам не одлносвязны т 


° Набробок локазательства, Сфера $5“ без точки томеоморфна 


о. ПОНИ ОЗОН Ив оное оАВ Еее АеаеьНИй 2 


ей 


Ре 
в. ‚ Ав стр.б 
й постоянна на А , Следовательно (по лемме), она имеет 
‘вид 492 {2)) ‚ где 4 - некоторая функция на круге. Функция 
‘4 и сулет продолнением _ : 
‚ (3) 4) Отображение 1%“ в себя , определяемое формулой 
х-> (ИХ мох Ух). х „где ИхИ ках = мож 1х, 


\№х\2 - евклаяцова норма (см. тис.) устанавливает и 
гомеоморфизм круга | Х{.о< Аи квадрата \Х\иох о 1 
Оно непрерывно в силу эквивелентности норм. 

(4)Т) Задача построения гомотопии с закрепленными концами 
двух путей как раз и требует продолдения на весь квадрат отобра- 
жения, равного одному пути на верхней стороне, другому - на ниж- 
ней и постоянному на боковых сторонах. | 

МЕН. с 
Т. Нормированные пространства ( в частности, ®` ) односвязны. 
=. Более того, любое выпуклое множество в нормированном прост- 

анстве односвязно. 

8. Более того, звездное множество в нормированном пространстве 
‘односвязно. ( Множество звезцно относительно точки А ›, если оно 
вместе с каждой своей точкой Х содержит отрезок АХ .) В са- 
мом деле, пусть 5 - звездное относительно, 0’ множество. $4 - 
петля. Тогда петли (5) =%.53)(©=4<4)\° образуют -гомотопию уд. 
и петли, постоянно равной 0, в классе петель. 

4. Пример неодносвязного пространства - внешность 


| ие петля не гомотопна постоянной - гомотопий мешает 


енно, петля делает один оборот.вокруг центра окружности. 
о При непрерывной деформации /гомотопии/ число оборотов 
й должно меняться непрерывно и быть всегда пелым, по- с 
этому оно должно быть постоянным. Поэтому эта петл 
т не гомотопна постоянной /которая делает О оборотов/. 
Уточнения в этом рассуждении требует понятие“число 





` оборотов. Кроме того, нужно доказать, что оно не меняется при гомо- 


топии. этому будут посвящены дальнейшие пункты. . о 

-: } `‹ о ® 

: я , 

5. Теорема. При “>2 сбера 5“={12 е “жа односрязна. |, 
И, 

следовательно, односвязна. Поэтому если петля проходит не Через ках- 

дую точку сферы, то она гомотопна постоянной. Остался /экзотический/ 


„случай, когла петля 5 покрывает всю сферу. Построим гомотопную. 


<> я 


ей петлю, не покрывающей всей сферы /чем и окончим доказательство/, 
Пусть 57” - цетля в ®^** /не обязательно лежащая на сфере/, являюща- 
яся кусочно-линейной /состоящей из прямолинейных отрезков/ и 07сто- 
ящая от \Х не более, чем на &А/до /радиус соберны - ТИ. Тогда отобра- 
жение (>, 5) +29 (2) + (5 (5<)-5(25)) осуществяет гомотопию 5 ид, 
не задезающую 0 /не равную 0 ни при каких 2 и — /. Проектируя её. 
на “по лучам, выходящим из 0, получаем гомотопию мекду петлеи 
‚и петлёй %" , которая состоит из отрезков больших кругов и не мо- 
жет покрывать всей сферн. А ы | | 

Из односвязности <“ легко вывести односвязность К “2903 , т.к. 
Е Вет в №“ о {гомотопна своей центральной проекции на $5“ 

задача ь | 

Заметим в заключение, что произведение двух пространств односвяз- 

но тогда и только тогда, когда оба сомнохителя односвязнны. В самом 


———Ъ чение. 


ния 


деле, задача о продолжении отобранения окрукности в Хх`У равносиль- 

на задаче о продолжении соответствующих отображений окружности в Хи У. 
°9.Накрнтия, . о 

Пу? р. Е ->6© - непрерывное отображение топологических пространств, 


а 


являющееся наложением. Оно называется накритием, если у всякой точ- 


ки 6 © @ существует окрестность \М облалатщая таким свойством: 
её прообраз р-*(\) представляется в. виде объединения таких непере- 
секающихся множеств, что каждое из них открыто в =*(\) и сужение 


на каждое из них является гомеоморфизмом его и \/ .„ Такие окрест- 







+——-- 


о ности мн для вр 


авики 








я 
Е“ 






краткости будем вазнзать регулярными Е 
этот термин не общепринят/. Другими слов 5- << 
: бражение Р:Е-» В, - накрытие, если ка В 
ка 65 имеет такую /регуляркую/ окрест | 
ЧТО $6 прообраз р^(\М) гомеоморфен Ух {$ ные № 
ное пространство }. | 5. к 
Окоестность, содерлаша в регулярной, регулярна сми 
требование связности и } ъной линей {р 
пространств и > $7 м 


Пространство © называется базой накрытия, пространство Е - 

накрнвающим пространством. 
имерн накрытий. С 

/в ивиальное накрнтие. Пусть 6 - произвольное топологическое 
пространство, 5> - дискретное пространство /в котором все мнохества 
открнты/. Тогда проекция ©х3> на ® будет накрнтием. Однако. накрны- 
а пространство ЗдоСЬ не сзязно. | г. 
/6/ Следующий пример удет для нас основным. ей 
Теорема. Отображение Р:&н»е"“ отображает № в множество 
комплексных чисел модуля Т.и является накрытием, 





Доказательство. Напомним, что это отображение - гомо - 


морфизм алдитивной группы №. на Мультипликативную грушу \ с 
ядром 25 2. и что сужение его на|-7, 2] является гомеоморбизмом на 
полуокрухность Кех2О, Докажем, то У любой точки Е Г ‘есть ре- 
гулярная окрестность, Если 6 = < ‚ 70 такой окрестностью будет по- 
луокрукность Кез2о0, 6 прообраз, как внтекает из упомянутых 


‘свойств, есть объетинение отрезков -ЖаОлК. #4 лк 1 ‚ на ках- 
р а Ж 


дом из которых {? является гомеоморбизмом. Общий случай может бнть 


сведен к уже рассмотренному /при этом используется то, что 


гомоморбизм групи, а поворот *=-> 6 ='- гомеоморфизм Г на себя/.. 
Проведите рассуждение подробно. / @ я 
В этом примере оба пространства связны и локально линейно связ- 


УЕ. Прообраз каже“ точки счётен. 


в/ Пусть Е=Ф= 1, р=)= =“ /м.- некоторое отличное от нуля пелое , 
число/. Это гомоморфизм грушы Тв себя. Прообраз каждой точки при 


‚Этом отображении состоит из \ элементов, 


г/ Отображение ет<р : 4 —> С\1о3 является накрытием; прообраз ках- 
дой точки счбётен. 


/д/ Пусть “Хх - топологическая группа./Это означает, что в Со введе- 


на структура группы и топология, причём умнокение/как функция 
© хС — С И взятие ^з обратного / & -»> С / непрерывны/. 


°Пусть М - дискретная полгруппа /подгруппа, дискретная в индуциро- 


ванной топологий - все точки изолированн./. Введём в &/Н®оактор- 
топологию. Отображение С. —> С/н будет накрнытием. При Се=® , 
М=ал 2. получается уже рассмотренное накрытие над \`, так как 
-Г. гомеоморфно К/2п Ш. При С = №2 ‚Н= (2х). ©-/Н гомеоморбно 
*-Тх7и мы получаем накрнтие ®>_*„ Т^, 
Накрнтие является локальным гомеоморфизмом. /отобрахение 9: ХУ 


- локальный гомеоморбизм, если для каждой точки 2ее существуют о 


‘такие открытые окрестности \/ точки и \М/ точки 4 , что 


осуществляет гомеоморфизм М и\\/ /. однако не всякий локальный 
гомеоморфизм есть накрнтие /задача 22/. 

_ Прообраз каждой точки при локальном гомеоморфизме дискретен. В 
случае накрытия его мощность является локально постоянной функцией 
точки и, следовательно, постоянна для накрытий со связной базой. 
Она называется числом листов накрытия. 

Как и всякий локальный гомеоморфизм, накритие переводит открытые — 
множества в открытые, и, следовательно, является факторотобрахением, 
10. Теорема о накрнвающем пути, | 
Теорема, Пубтьр: Е —> - накрытие; 1: 1=[*,21>6 _ 

- путь в №. «ЕЕ ир@<=5(®«). Тогда существует п елин- х г. 
ственен путь у в Е , удовлетворяющий условию 2(%(*)) = ие 
| и начинающийся в %, Я 

Условие рьх = выражают словами " $ есть поднятие у: Т—5 


%) Через С/Н обозначается множество смежных классов /например, лёвых/ 


Групли С- и о В, сли Н - нормальный дчлитель То СИН -Те — 


“ пологилеска Я  Груйпа, | Е 









вр» 8. 
Теорема утвержлает, что полнять путь всегда можно, в качестве нача- 
ла нолчятого пути можно выбрать любой из поос бразов начала исход- 
ного пути, и после такого выбора путь может быть поднят единственным 
способом 
Пока 
Пусть им началом. Пусть 
+е[х, > ют вплоть до , если 
2 на: ую верхнюю грань &. мноде- 
| г к Хи {2 совпадают. вплоть до + $. В силу н о. $1 
и Хх, /и отделимости Е’, которую мн неявно предполагаем/ +. будет 


ленать В этом множестве и поэтому ]+ р. у совпадают до 3 ‚ Если 
‚ всё доказано. Пусть 4.< у 
репудяряая открытая окрестность точки ИЖ). 
ё& прообраз состоит из некоторого числа го- 
меоморфных открытых множеств; пусть \/ - 
то из них, которое содержит Ул (45) = Х2 (4е).В 
силу его открытости и непрерывности путей {4 
И у и близких к «означениях параметра & 
то 4 (4) и Хг (4) не а за поелелны 
Так как Р, огракизенн ‚взаимно- 
однозначно и 'Р(х4(%)) = =5 =Р(г(4)} то уд и > 
совпадают в окрестности о, что противоречит вн- 
бе Единственность доказана, 
Существование. В 
Рассмотрим с сначала частний случай: образ пути % лекит целиком 
в некотором регулярном множестве У . Тогда следует взять прообраз = 
, Представить его в виде объединения гомеоморфных \М множеств, 
взять 0 из них / \М/ /, которое содержит заданное начало < , рас- 
_ смотреть гомеоморфизм 2”: / —»=\/ и взять в качестве Уд путь 
4н>е-* СУ) . Общий случай сводится к этому частному с помощью. 
ззрезания пути УХ на несколько путей и поднятия его по частям. 
- Более точно, рассмотрим следующее открытое покрытие отрезка [<, 71: 
для каждой точки. - зозьмём такой содеркащий еб интервал У+ 
‚чтобы $(УМулежало в некотором регулярном мнохестве. /это вОЗМОхНО,, 
так как у %(4) есть регуляркая окрестность, а путь й ‚непрернвен/. 
В силу леммы Лебета существует такое &>0 , что любой отрезок дли- 
нн не более = содержится целиком в одном из множеств покрытия, 
Разрежем |, #1 на отрезки длинны не больше, чем # и рассмотрим 
‚части %4, ›@ нашего пути, получающиеся сужением У на эти отрезки. 
Образ лЬкит в регулярном множестве, поэтому его мохно поднять. 
Сделаем 0 - получим путь Х4 . Затем поднимем /У2 ‚взяв в качестве 
начала конец, р . И так далее. В конце концов мы поднимем весь 


путь $ з 


©. 


тт. Угол поворота. 
Теперь МЫ м Пат точное определение числа оборотов. 


Пусть $: м уть а о рукности, ПодЕяВ его на т ‚ оду 
3 








чим Путь Хе: [090$ — о х' (6) = х() /. Число —х' (=) 
назовем углём. ‘поворота ты Око не зависит от выбора ПОДЕЯТИЯ 
если УИ у" - Даа поднятия, т0 5—5 =соь®/, Боли У - петля, 
то угол поворота ‘равен $ и ' при некотором целом к . Это № назы- 
вается числом оборотов петли К . Имеют т следующие простые 


р а р = 
Пусть ии $: (м, > Т Ка: [^, >] отличаются заменой па- 
в а* существует. НЫ |. ‚ замнкаю- 14,21 

ий Д ЗЕраЕЫ, приче В (<)=< Мо > — 1 Хх. -* 


г. 


. а] ДТ отр 
Ге. Пусть {и дв, я — ТИ У: ка, 
ыы Е гм чача: ? Я 5, 3 








п В а Я сло. 3. = 


ей $ я {д равны./В самом де- 
1 ом посредством } Га 


84 5 










пути, причём 





э ` х 
здесь ©®х получается — эк —> у 
из стандартного накрны- ® и о 
ТИЯ р! > 1, И переводит 078“ х /если х= в" *^® , 

Эх 4+ е7“* Ес) и Гомотопия двух отображений Уз и \2 из 
Г в У превращается в гомотопию петель {45° эх и }{$›2®%х в классе 
петель. Наоборот, каждой петле можно сопоставить отобракение окрух- 

ности /с отмеченной точкой Хх /. /Это следует из того, что 
[ох 29 \ Р-Р п - бакторотображение./ При этом гомо-. 


‚топным петлям соответствуют гомотопнне отображения окружности, т.к. 


‚ет петля в ы } ет оборотов я петли называется степенью 
060 


гомотопию в классе петель - непрерывное отображение прямоугольника, 
совпадающее в соответствующих точках пары противоположных сторон - 
окно переделать в непрерывное отображение пилинлра т х[о,4\°; 
это следует из того, что отобракение (9$ 4) (©р 9.) является 
факторотображением [8, 251} х то, ь — хо, У. 


Степень отображения >> Ия Й 
ПУСТБ = Е. ТОРЕ ИБЕДОМУ отображению {: 5-» У“ соотвелству- 





отображения значается ..Стелень отобр.-пелое чнело. 
Лемма. Это определение корректно /не ЗаБибит бт внобра хо 7. - 


Указания к доказательству, Пусть х. ич - 


чу две различине точки окрулности. В обоих случаях . | 
1 я С а сумме углов поворота путей {°54 и _ 
3°$2 са " ЗЕ 


Угол поворота позволяет дать гомотопическую классификацию пу- — = 


‚тей и петель. 


теорема... --- - 
Т. Два пути в Эс общим началом и концом гомотопнн с закренлёнин- _ 
ми концами титтк углы их поворотов равны. /нкапомним, что разница 3 
углах поворотов путей с общим началом и концом кратна 25 /. 

2. Два отображения 5—> 5* ромотопны титтк их стенени равны. 
Доказательство. Пока мы можем доказать только полови- 
ну теоремы: если...равнн, то.., гомотопнн. 

1/ Рассмотрим поднятия путей, начинающиеся в одной точке, Так © 
как углы поворота равны, то поднятия кончаются тоже в одной точке. \%. 
В силу односвязности №. поднятия гомотопны; следовательно, гомо- 
тонны и сами пути. 

2/ Как объяснялось в пункте ТТ, гомотопТ.ность отображений о = 
ности равносильна гомотоп. ности петель, им соответствующих 7 


ры 


` классе петель/. Поэтому достаточно доказать, что 


я 


п в Т ‚, имеющие равное число оборотов, гомотоннны /в классе 
петель/. 

Пусть числа оборотов двух петель равнн и начинаются они в одной 
и той же точке. Тогда их гомотоп ность вытекает из уже доказанного 
в п, Т. Общий случай сводится к эйому при помощи следующей леммы. 
Лемма. Для всякой петли У и для всякой точки х существует то- 
мотопная ей петля с тем же числом оборотов, начинающаяся в 2. 
Доказательство леммы. Пусть У - исходная петля; 
Для каждого УЕ рассмотоим "поворот на угол У " петли 5 „т.е, 
отобракениех»елке (19 )е Х (2) Все повороты данной петли гомотопнн 
друг пругу: непоернвно меняя ‚ получаем искомую гомотопию. 
Один из поворотов петли УХ начинается и кончается в ха.. 
‚ Поясняем более подробно, как из доказанного следует,что отобра- 
кения одинаковой степени гомотопнн, | 


Напоминаем, что 5“, Ти Т -разные обозначения одного 
и того же пространства - окрухности. 


рае Г ЧН ве ии = зенит ине 





‘12, Теофена о накрнза 
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Е 
= 
томотопны в классе петель и, следовательно, суще 










я уществует непреривнов 

отображение квадрата АБо> в Т , равное $4 на АР ‚ 12 - Ва 5: 
* о ий слинаковое ха АС я ©Р . "Скленвая" АС © 2 Ве 
И получ -Гх [0,8 = яскомую гомотопию. 

зоба Боле мся тем, что (к, 4-2 р" их, 9) 
-‘бакторотображени ./ М 

Чтобн доказать вторую половину теоремы, нам понадобится вернуться 
к общим бактам, касающимся всех накрытий. 

шей гомотопии, 


ы 

эта теорема является обобщением теоремы 0 поднятии пути. 
Теорема. Пусть р: Е -* => - накрнтие, Х - топологическое про- 
странство. Пусть задано непрерывное отобра- 





ХхТ 5. | жение Е "цилиндра" ХТ в © и  непрерыв- 
2—7 в7 ное отображениезникней "крышки" Х*10% это- 
| то цилиндра в Е. ‚ согласованное с отобрале- 

Е нием нижней крики в № : оао ®)=Т (22,0 


у Е —>ъ 


для всех © Х. Тогда существует и един. - 
ственно непрерывное отображение & цилиндра 


ХТ = в , "поднимающее" + /т.е. такое, что ©° 9 = / и про- 
должающее $ . 
Комментарии. 


т. ЦТ Ж состоит из одной точки. Тогда Г - пльв В, $ - точ- 


‘ка в Е ."проектирумщаяся"в начало пути Е, И задача состойт в по- 
‚ строении пути © „ поднимающего = и начинающегося в % . Таким 


образом, теорема о поднятии пути является следствием рассматриваемой. 


’ теофемын, 


2. Нусть теперь ХЖ произвольно, зафиксируем в нём произвольную точ- | 
КУ Хо. Рассмотрим ситуацию на вертикали {3х 1. Функция | 


- {=> Е (>.› $>-=> таёт путь. в > , О В 
начало этого пути. Если функция © - искомая, 


то путь + Се (2е, &) . 
лолкен быть поднятием пути \+>Е (..), начинающимся в 9(2.,0). Таким 
образом, нашу зад&., моно понимать так: имеется семейство путей В 

‚ зависящее от параметра 6 Х /залаваемое функцией 2=/; для 
кажлого пути задан /с помощью функции / некоторый прообраз его 


‘начала, Нам нуно поднять все эти пути /Чолучив тем самым функцию С / 


Таким обоазом, существование и единственность С внтекают из теоре- 


- мн о полнятии пути, и проблема только в непрерывности (< : надо 


доказать, грубо говоря, что если путь в -> "непоерывно" зависит от 
2. и заланное начало в Е непрерывно зависит от ое, То и ПОДНЯ- 
тый путь будет"непрерывно" зависеть от о /"непрерывная" зависимосте 
пути от 26е означает непрерывность соответствующей функции на Хх\/. 
Доказательство непрерывности. Как и в теореме о поднятии пути, рас! - 
смотрим сначала частный случай: пусть образ Хх 1 при Е попадает 

целиком в регулярное множество \/. Прообраз ето состоит из несколь- 


`. ких гомеоморфных “/ частей, Пусть образ ЖКх о при, ©, попадает. 


целиком в одну из этих частей /назовём ее ии 
— гомеоморбизм, обратный к ‚ Тотда функция &(х,®)=р-“ Ц (х, 


будет искомным поднятием и будет непрерывной. Следовательно, в рассмо- 
тренном случае единственно возможное поднятие будет непрернвным. 

В общем случае мы будем доказывать такой факт: для ВСЯКОЙ ТОЧКИ 
26 о существует окрестность \/сди неноерывно отображение Су! : М ху 
в Е , поднимающее Н|у»х и согласованное с о. В силу единственно- 
сти оно будет совпадать с Сх и, следовательно, непрерывность ве 
будет доказана. Итак, пусть Хо - фиксированная дочка Ж . Назовём 
подмножество Ас Хх Т регулярным, если Е(А) содержится в рету- 
лярном открытом множестве. | 
Лемма. Существует такое <>О и такая окрестность ДА точки ое, 
чт0 Любой цилиндрик вида ЛДх 5,1 при \рР-\<& регулярен. | 
Д-во леммы. В самом деле, у кажлой точки отрезка тех Т 
есть пилиндрическая оегулярная окрестность (2.5, ®ж)х\/х. Выбираем . 
из них конечное покрытие компакта Чхоъх ] ; В качестве \/ возь1ем 
пересечение всех \х ‚ соответствующих множествам этого конечного 


‘`ПОЕРНТИЯ; знбираем с помощью Леммн Лебега /о то 
‚тервад достяяочно малой длины целиком входит в неко 


Е 
В 
да 
Же а. 








722 
Ве, | _ Стр. Не. 





доказательству о 
р 4% 
Е д» 


меньше = ПИ лЕ нло МЕЖ. > +4] рег 
его содержится в регулярном открытом множеств 
тая А’, если надо, можно считать, что ие т р 
попадает при отображении. 9 в т. из м роных 
частей прооб аза этого. регулярного мнолества в Е. 
Поэтому на существует непрерывное поднятие, 
ПИН их 4, о ОЖе регулярен, а ухе построенное 
поднятие непрерывно на верхней крышке 4х {= 17 поэтому, сухая & , 
если надо, можно считать, что образ 4 х 1445 В Е при ухе построен- 
ном поднятии целиком лежит в одной из гомеоморфных частей и. 
регулярного множества, содержащего Е(их [44 4:4). Это позволяет 
продолжить поднятие, Так мы достроим поднятие доверху и построим 
Доказательство непрерывности закончено, Итак, теорема о накривающей 





`томотопии доказана, 


о Пусть в условиях этой теофемн Х=[©,4]. В этом случае теорема 
утверждает, что если в базе есть гомбтопия - семейство путей У+ - 
и мн поднимаем все их, причём начало поднятия непрерывно зависит 
от + , то получается гомотопия в накрывающем пространстве. /В част- 
ности, отсюда Е уе, что конец поднятия пути 5+ также непрерывно 
зависит от 


° Следствие Т. к Хх - семейство путей в ТГ , образующее гомотопию, 
то ИЯ +-> угол поворота пути 


+, / непрернвна. © 
В самом Деле, подняв сначала функцию Уф» начало . /Я полу- 
чим томотопию в \® , являющуюся поднятием гомотопий 

Следствие 2, Роли р: Е > >- накрытие и пути Ули у2 “ув И 

ТОмОТОНЕН С ФИКОЕ; Сванным началом и концом, а их поднятия ‘уз и 


- имеют общее начало, 10 и конец уха и У2 общий. 


{В самом деле, пусть у+ - гомотолия; поднимаем все пути 5% ‚, 


‚Взяв В качестве нячала одну и ту де точку; конец поднятий удет не-. 


прерывно зависеть от < и проектироваться в одну и ту де точку в БВ 
- поэтому будет постоянным. / 

Из следствия 2 С одна из обратных импликаций в п. Те 

если два пути в гомотопны с фиксированными а и концом, 


_ То их углы поворота а 


Вторую импликацию: гомотопные отображения + ъ* имеют одинако- 
вые степени - можно внвести из следствия Г: угол поворота соответ- 
ствующей петли непрерывно зависит от параметра гомотопии и кратен 
253\ - следовательно, постоянен. А 4 
Теорема, Степень. композиции двух отображений % в > рав- 
на произведению степеней: 
Доказательство. Гели заменить 3 п + на гомотоинне 


‘отображения, то композиция тоже заменится на оО пную, поэток 
` стецени не изменятся. С другой стофонн, (=;»2%)=К/задача 35/, 


поэтому степени отображений => Е равны, следовательно 

эти отображения и Итак, С. Гомотопно композиции вн 
ЧЕТ т.е. нь в с Е. ) = 

31-2539) 


49 а у аа что степень произведения двух 
т.е, отображения 444). 9) /равна {+ 


отображений 

ч 4 $ : 2 

13. Угол поворота пути в 

Пусть х - путь в №2\{45. пределии угол поворота 





пути вокруг. 
О как оу тоХ поворота пути Лэб ‚ где 5 - цент тральная проек 
ция ®2\{10$ на ТТ : Я а. и поворота пути 5 в 


вокруг произвольной точки < , не принадлежащей а 5 ‚ опреде- 
ляется как угол поворота пути д) вокруг . Из доказанного выше ` 
вытекают следующие свойства: — 


—„—”—/—/„/ : 
® (166 .. и используя полученную функцию для выбора начала при 


‚поднятии %,, 





| ро. х 
‚Втооое доказательство, /набросок/. Заметим, что если рае и: 
х 








э, та 
2} : ст. есь 


27К пои целом К , котооое называ- 


ры 


и г 3 с фиксированным началом и концом, 
„= равнне, 71 ота зокотг ТОЧКИ ©, 
3/ тели {4- семейство путей, не проходящих через точку ск и не- 
й Е : чт 3 * р - + ры 
прерывно завнся бт + Ит.е, гомотовия, то функция / & + 
ол пов Х+. зокоуг < / непрерывна. 
У ри 





4, Геометоические следствия, 
Т.°-= не олносвязно /токдественное отображение имеет степень Ти. 

2. Тожцественное отображение В себя не продолжается до непре- 
нвного отображения круга. к 

„ ®2\1оъ не одпосвязно. /Поэтому оно не гомеоморфно 05 при 
му2 , которое односвязно, ом. н.8. 

4 ®\ не томеомороно ““ , если м4 к и одно из чисел и или К 
не больше 3. ИМЗ томеоморфности “и №* следовала бы гомеомороностеЕ 
“10 и №5405 т На самом деле это верно при любых различ- 


Вых мик. 


5. Теооема Брауэра. Всякое непреривное отображение 5 в себя име- 


ет неподвижную точку. 

Первое доказательство, Если отображение 4 не имеет неподвивной 
точки, 70 поздественное отображение Г в себя продолдается до не- 
прернвного отображения > в Г ‹: точке хе 7” сопоставляется 
точка пересечения луча < (55, 2<> с ОКрухностью. /однако проверка не- 


прерывности этого отображения утомительна/, 7 и 





= непоернвное отобранение и 9(х+х пои всех ‚ то хе вы 
никогда не равно Т, поэтому имеет степень 0 /задача ДТ/, поэзбму $ 
имеет стенень Т /д=х-З0/к) см. п.12./ и не продолжается, на 


С] 


круг, Если не имеет неподвижной точки, то 4: же (10-2 Ню -х! 


_ = непрернвное отображение 2” в Т , причем при хе " не может 


быть верно ®=х „ /в ртом олучае было бы Ф-х=Мх приМ>о, 
и, слеловательно, &(х & 22, `/. Получаем противоречие. 1 


„6“ /оснозноя теорема алгебры/, Всякий многочлен положительной степе- 


ни и3@[= | имеез комплексный корень, 
Доказательство. Пусть Р(=) - многочлен с комплексны- 
ми коэбфициентами, не имеющий корня. Через к обозначим петлю в 

р а полокительном направлении окружность радиуса к: 


Ух (3) = В. екр ОЛ ®). Так как по нашему предположению не име- 


ет ‘корня, то ни одна из летель ’з5 не проходит через 0. Семейство 
Р.Х. при Оф < © образует гомотопию в С\аоунетли Ре{р и 
постоянной петли. Поэтому желаемое противоречие будет получено, если 
мн докажем, что 

при достаточно большом @ число оборотов петли Р° &к вокруг 0 
равно степени многочлена 2`. вели Р(=)=@„=Усодеркит только член 
старшей стецени/, то это очевидно. ели хе это не так, оассмотрим . 
мноточлен @ , получающийся из > выбраснванием всех членов, кро- 
ме старшего. Требуемое утверждение будет доказано, если мн устано- 
Вим, 970 в 

при достаточно больших № петли Реца и Ребе ромотопны. 

Это доказывается так: при больших значениях \=\ расстояние мезду 
точками Р(2) и ® (2\много меньше расстояния их до 0 т.к. \Рб2)-8 2 
\2(=>\ = многочлен стадени <“ \ Ло 2“ 0при \=\ —= <> /, сле- 
Довательно, отрезок Г Р(2\, ?(2>] не содержит О и семейство Ед. (®) = 

Гео (©) + Е. (б-бк (т) - Р°5 В (<>) — являетея гомотопией. д 

15. Теофема о моволромии, — 

Это Теорема обобщает теорему о накрывающем пути и накрызающей гомо- 
топии и даёт условия, при которых отобраление из некоторого про- 
странства Ж в базу накрытия мокно. поднять до отображения в накрн- 
вающее пространство. 

‘{Теотема. Пусть е:; Е > - накрытие, Х - олносвязное связное 
локально линейно связное/и, следовательно, линеино связное/простран- 
ство, 4: Х —> № — непрефывное ‘отображение. Тогда существует 
такое непрерывное отображение Е: Х —Е ,‚ чт0 р° Е =. 
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п ее А Е 
ры г Если потребовать, чтобы заданная точка ел. 
Х о % эр переходила в залденный прообраз е, точки $(х, 
| В то такое 2 существует и единственно, 
Доказательство. Тах ках пространство Х динейно. 
связно /напомним, что локально линейно связное и связное 
пространство линейно связно/, то точку Хх. можно соединить 
путями с любой точкой ХЕХ ; в силу односвязности все эти 
пути гомотопны. Применяя к этим путям # ‚ получаем гомотон- 


ные пути в В , соединяющие #(%)и }(>=). Если искомая функция 
существует, то она переводит рассмотренные пути в 
в пути вЕ ,‚ являющиеся поднятиями путей в . Отсрда следует 
единственность. Кроме того, видно, как определить (2) р 
надо поднять пути в В —, соединяющие Их)и #(х), в Е ,‚, 
начиная с Е, . У вых будет общий конец /следствие 2, Петр, 
который и надо взять в качестве [(5<) . Таким образом, [ 
корректно определено - не зависит от выбора пути. Непрерывность 
построенной функции Е вытекает из локальной линейной связ- 
ности Х. : из-за нее значение Е в близкой к х точке хх” 
можно вычислять, рассматривая путь из х. в х’ ›,„ идущий сперва 
ИЗХвх, а затем из 5 В <’ ; образ при. {# второй части пути 
лежит в регулярной окрестности точки. # (5). | 


Пример применения теоремы о монодромии. 
Теорема /Борсук - Улам/. Для всякого непрерывного отображения 
2: 4“ — 1 = /9*7 -сфера ИИ в № 3 / существует 
такая точка 5х , что (26) ={ 65) / склеивает протизво- 


‚положные точки/. 


Доказательство. Пусть при всех х (2) х), Тогда функция Ф(х)= 
(2-Е (-5) отображает ©? в №*“\О0О и $Ф(-х)=-6(х). 
Переходя к Ф(25)/НФ(>х)И , ны можем считать, что Ф - 


отображение <“ в Т с тем же свойством. Так как ©“ одно- 


связна, “то отображение поднимается до отображения #: 5“ => 
при этом +(525)-$(-%х)=(2К+4) Л , так как (>) и и (5) по- 
падают в противоположные точки окружности. Число К . непре- 
рывно зависит от х ‚ будучи целым; следовательно, постоянно. 
А это невозможно: подставляя ->х  выесто х = ›„ похучаем, 

что 2К+1=0.й Я 

















т. В пространстве всех ф-ий хз В в В с топологаей поточечной сходимости 
функция /(х) = 1 ° является предельной для множества Ё всех функция 
отличающихся от 9 лишь на конечном множестве, однако не существует последо- 
вательности точек Е, сходящейся не. (Ср. задачи 35 в). 

РА Докажите, чтоза) произведение счетного числа м пространств 
метризуемо; б)если каждое из них компактно, то и произведение компактно. 
(Ср. с теоремой Тихонова, см. также зазачу Та.) 

Указоние к п. 0):при выборе сходящейся последовательности используйте диа- 
ОА процесс /ввиду а) рассуждения с последовательностями достаточно!, 

3 Пусть Х - пространство функций на а Т]с топологией поточечной схолпи- 
МОСТИ. Фокажите , Что: 

а) подмнолество непрерывных функций плотно в Х; 

0) не существует последовательности непрерывных функций, сходящейся к 


функции Дирихле С) (х) = . 0. если х - иррац. 






м а, если х - рац. ь И 
в) Множество функций из конечного, числа, ступенек" ВИДА { ИР ПРИ: 
‚ ‘© суммарным интетуелом Е НЕ РОЧИаКО не СУЩествуЕ т после- 
°’.довательности ‘таких функций, сходящейся к 0 или кТ. 


4.  Воотвавноваь - один из важнейтих математических принципов. Пусть-Х - 
’ множество, а ЕХ’ некоторое Е" числовых ф-ий на Х. Тогда, сопоставляя 
‘точке хеЕХ и функции. { `ЕХ число 7), мы получим отображение :Х х ЕХ- 
> (чиола). Товорят, что © осуществляет двойственность между Хи РКХ... С пс 
мощью & можно отобразить Х в пространство НЕХ функций на ЕХ : точке-се.— 
сопоставляется функция на ЁРХ , переволящая {в Ц». и мнолество РХ 
разделяет точки Х (т.е. для любых х,уеХ и хиу найпется ^ ТЕЕХ, что 4+ 
# 15)), то это отображение Х в ЕЁХ является вложением, Выбор множества 
функций ЕХ’ зависит от рассматриваемой математической"категории". Напри- 
мер, если Х - векторное пространство, ГХ - мн-во линейных ф-ий на Х, то 
мы получаем вложение пространства во второе сопряженное. 

а) Пусть Х - натуральные числа, [Х’ - отображения Х в двухэлементное 
множество {0, т /т.е. ЕХ состоит из последовательностей единиц и нулей/. 
_Наделям множество ЕЁЕХ отображений ЁХ в {0,1 топологией и схо- 
димости. По теореме Тихонова ЕРХ. компактно /ср. п.3 и задачу 120) /, однако 
в РЕХ есть последовательность, не. содержашея сходящихся подноследователь- 
ностей. В 

6) Отделимое топологическое пространство Х называется нормальным, если 
для любых непересекающихся замкнутых множеств Аи В существует непрерывная ' 
ф-ия на Х, ве О наАитТ на В, Метрическое пространство всегда нор- 

мально. | | | 
в) Пусть Х - нормально, ЕХ - мн-во непрерывных отображений Х в отрезок 
С, Па т отображений “ ЕХ _ в [0,1 ] наделено топо- 
| ЕЕХ к О 
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логией поточечной сходимости, Тогда отобрахение Х — 
морфизмом Х на эго образ | 

г) Всякое нормальное а можно гомеоморфно вложить в компактное 

д) Нормальное пространство со счетной базой метризуемо (Урысок). 

/Испол те вложение Х— ЕЕХ для подходящего НХ 

е)* а. функцию на замкнутом подмножестве нормального простраз 
ства Х можно продолжить до непрерывной функции на Х (теорема Титце-Урысоне 
о продолжении). 

х)* Пусть С. - конечная абелева группа; множество ГС всех гомоморфиз- 
мов бв мультинликативную группу 6* является группой относительно умнохе- 
ния. Докажите, что Си ЕС’ имеют равное число элементов и отобраление 
С -> ЕЕС- является изоморфизмом грунпп./Двойственность Понтрягина/. 

5. Приведите пример такого Х и такого отношения эквивалентности, чтобн 
один из классов эквивалентности был незамкнут. В этом случае соответству- 
ющая точка, фекторпространства не замкнута, и поэтому оно не может быть от- 
ть есть 

6. Отображение [о, т| -Р. токе сть [= = вС), определенное формулой 

(#4) = ехран( 2) ‚ есть факторотображение, и, следовательно, факторпрост- 
‘ранство отрезка по отношению эквивалентности: хл.у, если х=у или х у«(о,т! 


- ` (отрезок со склеенными концами) гомеоморфно Т. 


те а) Числа х и у эквивалентны, если Хх-у - целое число. Докажите, что _ 
соответствующее факторпространство гоме оморфно Т (окрухности\ 2|=Г в б 9. 

Введем теперь на. й; 07 отношение эквивалентности: хоу, если хиу про 
порциональны(над В.). Тогда соответствующее факторпространство изоморфно Т 
6) Матрицы вица (1 с), где 6>0 ‚ ас К ‚образуют группу С преобразований 


кА, Введем нар® отношение эквивалентности: ходу ‚, если существует преоб- 


разование из группы С, переводящее х в у. Исследуйте факторпространство и 
его топологию. 

8. Проекция Хх У -> Х является факторотображением. 

З. Теорема Линделефа: в пространстве со, счётной базой всякое открытое" о 
покрытие содержит счетное подпокрытие. 

10. В пространстве функций из © вК. с топологией поточечной схоцимости 
(счетное) множество полиномов с рациональными коэффициентами пересекается 
с О АОЙ базы в этом пространстве нет. _ 

ТТ. Произведение конечного числа компактных пространств компактно. 

12. а) Сходимость последовательности в тихоновском произведении беско- 
нечного числа пространств и сходимости по каждой координате в 
отдельности. 

6) Произведение любого числа компактных пространств компактно /т.Тихо- 
нова/. Бы 


д ‘ТО | 
13. Докажите упомянутые в п. 4 факты, в частности заЗимно однозначное 


отображение и. — гомеоморфизм. 
непрерывное на отделимо транство\ 








== 2158 ыы ———. о --— 


ТА. Множество И. являющееся объединением прямой х=О0 и графика функ- 
ции Ум (:) , связно, но не линейно связно. 

15. а/ Описать все связные множества на прямой /бм. 1.5, теорема Т/. 
| 5/ Если т, Во, -.-, т связны /линейно связны/ и В ПЕ. т хй, 
то Е. в УЕ связно Илинейно связно/. 


в/ Замыкание связного множества связно. | 
16. Рассмотрим множество обратимых ИхиИ матриц как подмножество А 
ного векторного пространства. Исследовать его на связность в вещественном 
и комплексном случае. 
р а/ Приведите пример локально связного, но не связного подмножества 
К 


б/ Приведите пример связного, но не локально связного подмножества _ 
18. В линейно связном пространстве любые два пути гомотопны. 

'19® При п22 ВХ 401 односвязно. 

20. Пусть Х - произвольное пространство. Между множествами [2 ВП [ОТ [и 

©^" | можно установить взаимно однозначное соответствие. 

21* Доказать, что 2 Е. 2 -—> е* ‚ С>е н.где Н - дискретная под- 

‚групиа б/подробнее см. п.9 /в/ - /д/ /:; $4 нерж чаЯ 

_. 22. Отображение & Н—> ехр (2%) как отобржение о, +20[ на Т /окрук 
“‘ность/ является локальным гомеоморфизмом, но не явялется наврытием. 


23. Если две петли-=® с общим началом гомотопны в классе петель, 
то они гомотопнны с фиксированным началом и концом. 
24. Любые две точки ^--эного открытого множества А в нормированном про- 


= странстве можно соединить ломаной, лежащей в А. 

25. Пусть С. - отделимая топологическая группа. 

а/ Если Н.- дискретная подгруппа, то С; /Н отделимо. | 

б/ Если Ссвязна, то любой дискретный нормальный делитель в (; лежит 
в центре группы С (в подгруппе элементов, коммутирующих со всеми). 

в/Если С связна и Х- окрестность Г, то всякий элемент 4е С; представля- 

`-ется в виде 9 = м. “ци, ‚ где мет. 

Т/Пусть (С; односвязна, У-окрестность Т в с, С топологическая груп- 
па и 9: У > С;- непрерывное отображение, являющееся ООВ в следую- 
щем смысле: если 4$,3,,$,2 = и 9 =4,:4, ‚ ТО 4(9) =Ч@,)* 4ч(4.) . Доказать, 

“ато Ч продолжается до гомоморфизма всей групиы @в ©; . 
° 26. Если база накрытия связна, то число прообразов точки базы не зависит 
от точки. 

27 Пусть Е:-> © - накрнтие, прияем 6. - связная топологи ческая группа. Оп 
ределить на Е структуру тонологической группы. 

28. Пусть р:Е >В - накрытие, вти во СВ и существует путь У из вр вв 
о с его помощью взаимно однозначное соответствие между ре (ри 
РГ (во). а | 

29. Пустьс: ГО, т >00, т! — непрерывное отображение; $ (0) = =119. фто 
Пусть | - путь в произвольном пространстве Хх. Е что он гомотопен. 
ав ол: о ви ен. 

















ема 0 поднятии —— вакрытие за уенить локальным гомеомор- 
твование может нарушиться, а единственность сохранятся. 

5 р ьСЛи В и ) и. гомотопий заменить накрытие на локальны: 
гомеоморфизм, то существование может нарупиться, а единственность и непре- 


ыы 


‚ рывность сохранятся. . 


54. Два отображения { т И Хр: Т— Х гомотопны тогда и талько тогда, когде 
петли \ т(ехр те) и У (ех “я ) тгомотопны в классе. пате: ыы 2 

35. Найти степень отображения Т->Т, переводящего Ба“ 

56. Вызедите п.5 следствия из п.ГТ из ПР делотвия 

37*= На пространстве путей С(Т,Х) можно ввести топологию так, что опреде- 
ление гомотопии как семейства Е непрерывно зависящего от пара- 
метра &,мокжго будет понимать буквально: для любого топологического прост- 
НаСнаН О функция Г(,х): О х ТГ >Х непрерывна в обычном - . смысле 
тогда и только тогда, когда функция 6 => Хх. ‚ где и Га 






° непрерызна как отображение {7 в С(Т,Х). С помощью этой топологии теорему 
| `о накрывающей гомотопии можно сформулировать так: отображение: (путь в базе 
`’ ‘прообраз начала ) —> (поднятие пути) является непрерывным. Докажите это. _ 


38 Докажите, что топология на С(Т,Х), описанная в задаче 37, существует. 
Указание. Базой этой топологии будут множества, получаемые так: пусть Ку». 
’Ел - замкнутые подмножества 1, Ч.,... Ч“. - открытые — подмножества Х: 
рассматриваются все те 4 е ССТ,Х), что $ (К, деи, . (Теорема Бурбаки. ) 
` 39 Исследуйте на односвязность множества невырожденных ПХП матриц в ве- 
ще ственном и комплексном случаях; . | 

б)-то же для матриц с определителем, равным Т 

Указание.Рассмотреть сперва случай Тх Гиёх г-матриц. 

40. Докажите равносильность следующих свойств непрерывного отображения 
тт: | 
1) { гомотопно постоянному; к а, 
2). 4 продолжается до непрерывного отображения °зТ; 

3) существует непрерывное отображение Е А Я которого 409 - 


= ехр( ©УС9 <) 


4Т. Доказать, что непрерызное ее Т >Т, не являющееся наложение: 
гомотонно а м 
42. Если а : Т>Т "близки", например, |2 в 9 (к) | <{ — ‘(доста- 
точно, чтобы 4 (к) ий (х) ни при каких х не были диаметрально противопо- 
ложными), то 4 гомотопно 9 ое 
43. | Чему равны числа оборотов для этой петли в трех связ: 
< ных. областях дополнения к ве образу? 


А 


44. Теорема. о монодромии для случая Х = [0% т] х ©, т] является тривиалье 
следствием теоремы о накрывающей гомотопии. 
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х : РАЯ д Ро Е : г“ 
457 Дайте друрое доказательство того, что всякое отображение © —' 
в 


ь ва ттт? а 2 7. я. т к ее? т >? пя х 
поднимается до отображения 5 — К (не использующее односвязности а 
Указание. Отображение ы куда-то есть просто отображение %®“ , 
ря -- ВО сы пы 
: а р р = - т ыы 
‚ переводящее края ‚= В одну точку. 


46. Верно ли, что Чересечение убывающей последовательности связных 
компактных множеств связно? 09) пересечение убнвающей последователь- 
ности открытых и множеств связно? 

47. а ли, что: а)* пересечение убывающей последовательности , 
односвязных компактных множеств односвязно? 0) пересечение 
убывающей последовательности открытых односвязных множеств одно- 
связно? 

48. а) Пусть С - топологическое пространство; у ы (че и) ы 
семейство путей в т ‚ непрерывно зависящее‘от а (в смысле непре- 
рывности на [7х [0,1] функции (6) + У (® ). Доказать с 
помощью теоремы о накрывающей гомотопии, что функция Я > (угол 
поворота пути И непрернвна. 
Указание. Для {/-[0,^\) это уже сделано в тексте; в общем случае 
потребуется поднять некоторое отображение из [7] в ТВ до отоб- 


ражения из СГ в 2 (что, вообще говоря, невозможно); но это 


достаточно сделать локально, а локально это возможно в силу опреде- 
ления накрытия. 5 | 

6) кли У -щтьв № , то функция © -> (угол 
поворота пути у вокруг & ), определенная на открытом множестве . 

С р^ ‚> оураз #) ‚ непрерывна. ‘© 

`в) Если й — петля в Ме ‚ то упомянутая функция локально 
постоянна, и, следовательно, постоянна на связных компонентах допол- 
нения к образу У . 
49. Плоскость без М то® ек и плоскость без И точек не гомео- 
морфны, если т. а 
50. Пусть Г: р^ а — непрерывное отображение и (9 ))= Х 


для всех Х . Доказать, что + ‚ ‘имеет неподвижную точку 
(то есть существует такое Х ‚ что #(х) =Х ), если: 

а) И =1 (это почти очевидно) | 

6) И=о. 


При И? это утверждение также верно, но доказательство его 
требует довольно сложных методов, нами не рассматривавшихся. 

5Т. Пусть С’ - топологическая группа, и 2 - две петли, 
начинающиеся в единипо. Тогда петля „И, Ул и Х1* К. 


‘попарно гомотопны. (Через Ул и >» обозначается петля, И сначала 


идет. по у“ , за[тем по уз: Жчу, : => 41 (29) илм Е < 1 92 (24- -1), >: 
через {›и]. обозначается петля, построенная аналогичным образом 
с заменой У. на $» и наоборот; через \{/° {2 обозначается 


петля к» Хи (2) -0>4).). 


Примечание. Звездочкой помечены более трудные задачи, двумя - еще более 
трудные. | 
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ервой пени, г ра это 06000’, 
’понмерн и заме 
Т/ Если и - Ен но дибферекцируемая функция, то её промз- 

водная является дивоеренциа тъНОй Формой; эта форма обозначается я 
2/ Взелжём в (Р”“)’ базис т ыы 2“ 5 сопряжённый % СТАЕ- 
- Дертному базисув №”. к акдая дибференциальная борме (© одно- 
‚ звачно представляется в виде и. (хе -+... +, (ес) е* ивогда 
‚ зместо 2“ пишут 4х; , так как производная бункции жн-х, 
“всюду равна 2‘ у И так мы и поступим в дальнейщем/. 

2. Пусть (^ - дифференциальная форма в , х- СЁпуть 
У:[<,6] >. Спределим интеграл формы © по пути Х @оэ- 





= $ 


м ков [аб ‘и. [< 8’] /точнее, их открытых окрестностей ›при ко- 
— 2 _ тором Га, 61 переходит в (2’6']/ , сохраняющий ориентацию 
| провоза ово и дв 6’ /, паи У: [“,8] — и 
ге ТЕ” 86° — переходят друг в друга при этом изоморбизыме 
‘(5ъ Х'оеу , 20 ия Ло сли У обращает ориен- 
аи, то интегралы отличаются знаком /прозерьте!/. 
Е можно определить интеграл по кусочно-гладкому пути, разбив. его 
‚ На гладкие части. /сповоб разбиения безразличен. / Следующий факт 
| ПОЧТИ. ее 
® Теорема, Интегоал формн. оф по пути у равен разности значе- 
зе ‘ний-функции ф в конце и в начале пути | 


| |3. ‚Нас будет интересовать возмояность представления боомн в виде 2 
| Определ енне. форма 4 , заданная в области 4 , называется кс- 
:. гран щей, если существует её нервообразная, то есть непрерывно 2иё- 

 фере: нцируемая функция У: РЕ. для которой =. 
Найти первообразную у формы = а о ей означает ре- 
‘Шуть систему дифоренциальних Е в частных производных 
' и = с 1. = Р и, * 
‘Теорема. Следующие Слои я авносильны: 

ИМ <> - когрании 
' /2/ интеграл пора «о по любым кусочно-гладким путям с 00::. 


‘Началом и концом одинаков; . 
/З/ интеграл формы: () по любой кусочно- сладкой петле равен о. 





мулой Тю = У, (9+). У (+) «Е. ели Ф - диффеоморфизм отрез- 


Лгказательство. Проименим бормулу Ньютона-Лейбнина к функции СР )= 





ее пои р. =: 


пон деи ААА Ее АЛИК ге 
О фм ДА ре врозь да 


оказательство, рые Сравниваем любую петлю с постоянной, 
/З/=/3/, Если 9. и У, имеют общее начало и конец, то путь 
$. У, * /сначале У, ‚а затем {$2 в обратном направленит 
является петлёй. 
ИТ/И =/>2/ следует из теоре мн предндущего пункта 
ИЗ/=/ТИ. Пусть и обладает свойством ИИ Нам надо найти функцию 
Ё , для которой <=, Для этого зафиксируем точку ое 14 и 
полохим +=) равным интегралу формы ( по /любому/ пути, сое- 
Диняющему © и х . /тсли 1 не сзязна, то делаем так .В кадой 
связной компоненте/, Рассматривая пути вида с а 
‚идущие сначала из @ в 2 ‚а затем вдоль у —_ 
&-0й координаты, можно легко увидеть, что 2. = 2-ой компоненте 
формы м и 4$ = “п | ыы 1 
Й, Рассмотрим в ЮО мнорознач чную "функцию" Фо  /угол/, опреле- 
ленную с точностью хо 27 , Тем не менее её дифференциал опре- 
делён однозначно, так как разные ветви отличаются на константу. За- 

_ писнвая Ф= а: $ (9/5) + С ‚ видим, что в области х-=о0 форма. 

ой (+ равна (26+ - ух” и в области {+6 можно воспользо-- 
.` ``  Заться формулой. т — ма (ИС и получить тот же ответ, 

Лемма. Т/ Форма. 8 ‚ рассматриваемая |: любой ИЗ областей 56 +0 
_^ ИЛИ 9+0 ‚ явля ется кограницей. 
2/ Форма ф не является. кограницей в РО. 

‘ Показательство. Пункт Т/ внтекает из определения. Для локазатель- 
ства 2/ отметим, что интеграл формы 4ф по окрукности с центром в 
О равен Яи . 970 мокно вняснить, используя определение интеграла 

`а можно разбить окрукность на‘четыре части, лежащие в областях хо 
или У т0 ик каждой из них применить теорему н.2 
/в этих областях мн знаем первообразнке!/ в 





‚= 


5. форма _ ое является примером коцикла. Коциклом называется 60р-. 
`ма, локально являющаяся кограницей, 10 есть такая форма & в 06- 
ласти “М , что для всякой точки хе существует окрестность 0; 
‹содерхацая 2, и функция ‹«: 0 ЕЮ  , для которой оф = 24. 
‚Теорема. Т/ Форма ( в области К является коциклом тогда и 
‚только тогда, когда интеграл от / по любому / дву! мерному/ прямо-- 
угольнику со сторонами, параллельными координатным осям и целиком 
лехащему /выесте со внутренностью/ в области ( ›‚ равен 0. 
2/ Если шест, = РЖ... «РА йх, , то (0 являет- 
ся копиклом тогда и только тогда, когха 2: — 5 для всех 6 их. о 
оказательство. 1/ /а/ Пусть (/ - коцикл” Разобъём наш прямоуголь-. 
_ НИК на настолько малые прямоугольники, чтобн каядый из них содео-— — 











О— а. ыву те 





В сремцихльных форма Аи2 | Аи. 
‘жалея в области, где & - кограница / компактность!/, 
Тогда интеграл по каждому из них будет равен 0, а, 
Значит, и сумма - интеграл по всему прямоугольнику - 
равна 0. 

/6/ Докаяем, что если условие равенства 0 интегралов но прямо- 
угольникам выполнено для фермы (/ , определённой в шаре, то эта 
‘форма - кограница. В самом деле, определим функцию г: ‚ положив 
её значение в точке равным интегралу формы, 4 2“ 
по любому /из иД / путей, идущих из а в@ па- 
раллельно осям координат. Интегралы по ним разнн, 
так как от любого из них мокно перейти к другому аа 
„По шагам , на каждом из которых добавляется интеграл по нрямоугол: 
нику. Соображение, аналогичное примененному в доказательстве тео- 
_ремы п.З, показывает, что о =ш, | 

2/ /в/ ‘Бели = 2Р , то СР; = 4/ж и "требуемое равенство вн- 
текает из равенства смешанных производных. _/ Бели ОР /юх = О 

° То интеграл по в прямоутольнику равен 0% 
| 2 о - ром) к [Ред - ВУДУ = 


9 2 2. но 2+2 бы = 0. ро 
- 6. Основная тебе. .. Такова: 
= _ Теорема, Бели ©) - коцикл, то: | 

| ` 1/ интегралы ш по гом отопным путям С фикопрованниии | началон 

|—^ ` ° И концом равны; | 
2/ интегралы () но петлям, ромотопным в классе петель, разнн. 
‚ Прежде, чем доказнвать её отметим такие гб | 

Следетвия. 7. Коцикл в односвязной области есть кограница 
| 2. №0 не односвязна, 
Из этой теоремы внводится такке теорема Коши в ТФКИ. Нато заметить 
лишь, что интеграл 5 х4(2) 42 можно трактовать как интеграл _в_ наше. 
и смысле от Формы 2) а ‚ которая, правда, принимает комплексные 
значения : в точке = имеем линейный функционал из В? в @ , 
который есть /при отождествлении ” с © / умножение на #(>). 

/Вообще можно без всяких изменений рассматривать формы с векторни- 
ми значениями/. 3 ТОКИ доказн вается, что интегралы по прямоуголь- 
нику равны 0 Гразрозаем на четнре части, потом одну из них снова 
ит.д. т значит, форма #(2) 2 - коцикл, и, следовательно, интегра- 
лы по гомотонным путям и петлям ‘равны. — | 
#. Доказательство основной теоремы будет использовать теорию накри-. 
тий, Итак, пусть № - форма в 1 . Введём особую топологию в 
‘(хр . Пусть О’ - открытое подмнокество К ‚х- | 


® Все координаты, кроме" с-ойи р —ой, фиксированы и в записи | | 














‘не указываются. 
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| луы ; 
| 4 ирферейщи льнию Формп ра РТ а 
функция из С т). В Графики таких оункций и назо- 
вём ростк _ Множест 30 ХС их = объявим слабо открытнм, ес- 


‘ли оно вместе с каддой своей точкой содержит росток, содерхадий 
эту точку, Е: топология. Легко проверить, что это - отдели- 
мое топологическое пространство, что всякий росток слабо отконт, 
что топология, индуцированная на вертикалях {и} х№ , дискоет. 
на и т.д, Отображение проекции ИхК > И является накрити- 
ем. А именно, если 2 - точка И , О - открытая окрестность 
& , в которой № является кограницей ФФ: О->Р - пер. 
вообразная ® в 0 , 10 прообраз 0’ распадается в объедине- 
_ние ростков, являющихся грабиками #+6 — при весевозмоннных @ о _ 
и на каждом из них пооекция является гомеоморфизмом. 
| Покажем телерь, как связано это накритие 
с интегрированием. 
Лемма. Если У: [2,64 —>1( - путь в "М, 
6 (1(2,4(4)) =  - его поднятие, то 
и р 0 = 48-6 . ь 
оказательство, Для пути, лежащего целиком в области, где Е 
кограница, это очевидно, а любой путь можно разрезать на такие. в 
Теперь утверхдение о равенстве интегралов коцикла по томотоинны_ сы 
фиксированным началом и концом путям вытекает из теоремы о подня“" 
томотопных путей... Для гомотонных петель феи (>. рассухдаем так. 
обозначим через {» ПУТЬ, проходимый На-. 
чалом петли при гомотопии; {4 томотонио 
1ь5- 5; ^ с фикоироваяный началом и кониол 
_` $3 а интеграл по а разен интегралу но, 
$2. ,‚ так как интеграл по \- сокращается, Основная теорема 
доказана. в. не | 
8. Упражнения. | | Е 
Т/ Пусть ЛА - область,  - дифберенциальная форма в ЛА, 
Е: М -> М. - дибоеоморфизм. Какую форму и; Надо „ВЗЯТЬ ви, 
‚ чтобы интегралы 5. м И а Юл ие равны для любого пути х 
2/ Пусть М‹ М“ - область. Через Н(ЛА^) обозначим бакторлтоо 
странство пространства коциклов в \ п ространству кограниц, 
Найти размерность \(^^\ , если = №0 ./ Н(4) - про- 
| странство одномерных когомологий области “И у | 
3/ Найти размерность Н(м^\ , если М= № \ 4<0°?,<10>} 
4/. Доказать, что если М. и \›  диффеомор обиЗЫн, то НМА) и. 
НХ.) изоморфнн. 
`5/. Развить теорию дифференциальных аа первой степени на много- 


образиях. Найти Н(Т‘), Н(5“) , Нот. те т в 
= тори. | а 











ме зе НИИ 

















О 


- римнх множеств Х4.....Х» , на которых 4 постоянна. Простые бувк=. 
> ь 














анстзва в месой, ‚ 

аноды Во Х ,<-алгебра подмножеств Х /”измеоимнх" 

ТВ Й а № , сопоставляющая кахдому измеримому мнохе- 

торое Неотрицательное число, Возможно, +°> ,‚ тдовлетворя- 

зиямза/ мВ) = © вх) = КО) , где ЭХ: - объеди- 

ересекающихся измеримнх множеств Х; ; если в 2“ (Х:) один 
из членов равен + <> , то и вся сумма равна 4 о> ; в/ любое под- 


множество множества меры нуль измеримо и имеет меру нуль. Будем го- 
ворить, что в этом случае задано пространство с мерой < Х (г 

Для нас будут важны случаи пространств _ конечной мерн д х) и, 
следовательно, меры всех измеримых подмножеств конечны/ и пространсте 
© -конечной меры др есть объединение счётного числа множеств ко- 
нечной мерн "СЛИ (А (Х)< ©> , то мера обладает свойством кепрернз- 
ности: если Ха>Х, ‘2. „ПХ: =8, то м (Х.) —>0. 

2. Примерн, { \“, мера ЛебегаУ, <№ , мера Стилтьеса? , произве- 
дение мер, < ^/, М: Хнъ число элементов Х> ‚ Если У - измеримое . 
подмножество пространства с мерой, на У возникает мера (ограничение) 
3. Измеримне функции. ” | 
Функция 4: Х—> № измерима, если прообраз всякого интервала /ва-. 
риант: открытого множества, Замкнутого множества, борелевского мно- 
кества/ измерим. Рели $: ®^-> ® непрернвна,/или борелевская, т.е. 
прообраз открытого борелевский/а 94-9  измеримы, то Х-> 

$ (54 ©, ---ч4 0) измерима. Измеримые функции образуют алгебру. 








Предел поточечно сходящейся последовательности измеримых функций 
‚ измерим. 
‚ 4, Интеграл от измеримой функции на пространстве конечной меры, —— 


Пусть — пространство конечной мерн. Функция :.х-—>\ простая, 
если она измерима и принимает конечное число значений, т.е, если 
существует разбиение Х на конечное число непересекающихся изме- 


а ыы 


пии образуют линейное пространство. Интегралом простой функции $ ;-°- 
принимающей значения с. на ынохествах Хх, ‚ назовем число (#= | 
= 2 &(-С. =. Это число не меняется при измельчении разоиения и, 
следовательно, определено корректно. Интеграл является линейннм | 
функционалом на пространстве простнх функций. Он является непоернв= 
ным в смысле равномерной сходимости: \ Я 5 > НХ). Простые 


ункции плотны в ограниченЕых измеримых (всякая ограниченная измефимая. 


функция есть предел равномерно сходящейся последовательности простых 


К 


5. Свойства интеграла. 


из свойства 3 и неравенства -\1\ = 44 ь 


_ интеграл по любому множеству конечной мерн, вне которого функция 


функций), поэтому интеграл может быть продолжен на класс ограничен- | 
ых измеримых функций. ео Интеграл измеримой ограни- ' 


ченной функции $ естьй/. {{. , где {. -равномерно сходящаяся к 

$ последовательность простых функций. Это определение корректно 
в силу написанного неравенства; для простнх функций оно совнадает 
со старым, 


Г. Интеграл является линейным функционалом на пространстве огра- 
ниченных измеримых функций. | 
2. ее 461. Я . Более т го, 641 /это следует 
<, 


3. 42О => 70. следствие: {*4 => (та (. 

4. Пусть Х- пространство с мерой, А - измеримое подмножество, 

— ограниченная измеримая функция на Х . Тогда 34: ЖА= АНА, 
тде Цл - ограничение { на А, а ЖА - характеристическая фун- 
кция множества А , равная Т на А и вне А. | 

5. /Теорема Лебега об ограниченной сходимости/. Еели р — из- 
меримне функции, \1\0)]-Сдля всех м и 5 ‚4 поточечно сходят- 
сяк бункции $ /необходимо ограниченной и измеримой/, то \.>1. 
/Доказательство см. далее./ | 
Тривиальное обобщение на случай пространства бесконечной меры: 
Будем говорить, что ограниченная измеримая функция имеет носитель 
конечной меры, если она равна О вне некоторого множества конечной 

таких функций интеграл можно корректно определить как 
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и разбивается на два интеграл 
ще \{- | >2, и 10 | ХА, 
их не ее С. м (Аз, <) ы 
‚ что при любом фиксированном = 
стремится к 0% 210 ЕЕ ИЗ того, 
тельность м Вол, = -А Е ОА, с У... = Убывающая 
ность с уст ресеч ением. 

7. Критерий ебет интегрируемости по Риман: В 
Назовем ограниченную функцию $ на отрезке [ч, 4%] интегрируемой по 
`’Риману, если Ч#>О, существуют такие Е функции 1. И 


Лебега, Можно считать, 
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м ‚ что 4645 1М и Заем) ее. 
Теорема. Отраниненная функция интегрируема по Риману тттк множество | 
её точек разонва имеет меру 0. В этом случае она интегоируема и но | 
Лебегу /и интегралы совпадают/, И . 


оказательство, 
2 КАЖДОЙ Е, Ве а свяжем Е |. «= 419 69| 


о непрерывная ‘на [ функция, всюду <45 и 4*(*\= м 965). 
— непр. на (5, ы. а всюду > Очевидно, что +1» (х)<. 
< р ое Простран ство С [, 5 сепата ельно; поэтому при вычис- 
лении °\^> в определении 4 * можно отрани ИЧИТЬСя счётным множеством 
фуккцийди, следовательно, {х есть поточечный р возрастающей 
последовательности непрернвннх функций : умлох (9а ие) Поэтому 

< 4»  измерима и $4х = 52] 39\ ЕС, ‚61 ий Анал иное сботношение 
верно т о Е следуе что “инт, по РиМану тттк | 
{= Вы те ь Интеграл неотр. функции равен 0 тттк ! 
‚ она рана’ о. почти вс у, тео, точек, в которых она > &_ имеет 
меру 0, при любом Е >О/. Поэтому 4 ВТО Де х г Р ны 
= = о: Ей Ортаё; е] ИА __ непре- 
рывнавх , а 3 7 я и - ин- 
` тегрируемой в Е ий ВЕ И из того, что она совпадает 
- почти всюду с измеримой функцией Ак. с 
‚8, Интеграл неотт”“отельных Функний, 
Мн отказываемся 01 предположения конечности меры пространства Х и 


— ‹‘ ^ отраниченности измеримой функции ‚ зато предполагаем её неотри- 
‚пательность. 
Пусть 4 - неотрицательная измеримая функция на пространстве с мерой 





°. Х › возможно, принимающей ео значения. Определим инте- 
грал функции 2 как точную верхнюю грань интегралов Функций с но- 
Е. сителями конечной меры, не превосходящих `Р „оли, другими сло- 
вами, точную верхнюю грань чисел (д ,‚ где АХ ‚ АА) < ‚$ 
ограничена на Ди 4<}. этот интегрых, обозначаемый (* ‚ может 
‘бнть равен +->о . Очевидно, что если {, < 2 ‚ то Ад р и что 
интегралы совпадающих почти всюду функций равны. Для неотрицатель- 
ных ограниченных измеримых функций с носителем конечной меры этот. 
и и т „совпадает с9 старым СП.) ь место свойства: 
(2, +4) = СА $ ел 
О ЕЕ (+2 
(при определении суммы мы считаем, а 26 +22) = (+ =°) ). 


^- 


| отазательства, | | 
р еслй 91 < Е < и имеют носитель конечной ет то 
е 


4.4925 ‚3 ‘и име ситель конечной мерн, поэтому 5,54 .< 5. 


| НАо орот, если 3- грациченняя. —. м „пункция с конечным носи- 
телем А, 4 меньше 41*{2 , ов о $ -бункция \&, 
мм За равная" `// там, где в 


о ео на, А и у" что 
поэт < мо ЕЙ ‚+ Де. 

И. Из /&/ сл та. р ЕО ; петь теперь ограничения 

числом /^/ функция 3 к бнечеты носителем А не проенои ТЖ; 

` расемотрим Зозрастающую последовательность функций (2 БК ] 

пля нее 41. !., поэтому в силу теоремы Лебега $9 ых и: 


п. Лемма, Если неотрицательная оерИма функция $5 а всюду 








‚ ограниченная функция с носителем конечной мерн, то \”\41 < $1 + 


а на множестве конечной меоы. 





конечна, то ${=522# 7$ А-измеримое множество, на котором 4 огоа- 
ничена $}. Неравенство > очевидно. Пусть теперь, 9 — ограниченная" 
функния с носителем ЧН: ры, меньшая 4 асомотрим мно- 
хаства © -={ хер и< а = Ь с вне В 





-4 
еч 


о! 


Ч 
ея. эзо = В 
2 Общее определение“интеРоала, “в.в. 
Пусть Х - пространство с мерой /не обязательно конечной/, $ - из- 
меримая функция на Х /не обязательно неотрицательная/. Функция + 
называется интегрируемой, если для всякого &> 0 существует ограни- 
ченная измеримая функция 9, © носителем конечной меры /разна 0 
вне множества конечной мерн/, для которой $" |{-9\== . Если 8-0 , 
Чи - последовательность г. $ Функций, то последователь-. 
ность $9, фундаментальна /\53. —59.15 а -9|< } 19-19-65 
= Ел $ 66 предел и называется интегралом функции ‘©. 
/Это определение корректно. 
Те. Свойства интеграла, 
Имеют место следующие поостые свойства; | 
Т/Интегрируемне функции образуют линейное пространство. | 
7 этом пространстве интеграл является линейным функционалом. 
ет неотрицательной бункции неотрицателен Имонотонность/. 
Интеграл ограниченной/измеримой/функции с носителем конечной 
мерн совпадает с ранвв определённым. 
Менее очевидно следующее свойство 5/. х | | 
5/Измеримая функция интегрируема ттак $141 конечен. | 


° Отсюда, очевидно, следует, что верны следующие свойства: | 


буФункция интегрируема тттк интегрируема функция! {| . 

7/Если у измерима, 4 интегрируема/и |41< ‚ _, то $ интегри 

руема УЧеотрицательнох 6 -ид интегририена _титти 5 2+ 50.1 

` ЗАФУНЕЦИЯ интегрируема тогда и только тогда, когда интегриру- 
| = иле (- о) ‚ При Этом 4 = (41- Е а 


ема {= а.о) и | . | 
Докажем свойство 5/. Если интегоируема, 4 - прибликающая её  —“- 









пех беде ао. сене сш 


1 т Наоборот, пусть 5"\4| 45° и А - множество конечной мерн, 
на котором \4{|Н  отраничена и для которого,5”41\ 141 <=. Тогда 
сужение ‘на Аи будет искомым приближением д в 


13. Теоремн о предельном перехоле. 
Теорема Лебега /о м 


т 






ма леодбега /о махобируемои . Пусть 44 — последова- 


` тельность измеримых сункциий, поточечно сходящихся к функции 


которая поэтому измерима/, У- интегрируемая функция, \4.\ < Ф 
следовательно, \41 < и все функции 4, и $ интегрируемы/. Тогда ' 


Хоказательство, Переходя к 4 ‚ считаем -4=0 . Выбрав &>о , 
найдем множество А конечной меры, на котором У ограничена и 
такое, что хх У = & . осталось заметить, что \51.| < 12$. 9| < 
= д 115 ‚а{.->оО в силу теоремы Лебега для ограниченных 


еортема Беппо Леви /о монот имости/. Пусть 4, =Д. <... 
- последовательность измеримных функций, интегралы которых ограниче- 
ны сверху : $ <с для всех ‹. Тогла последовательность 4: 
о для почти всех х ,‚ предельная функция {(*) интегрируема 

Й к . 

Доказательство. Вычитая 4 можно считать, что 4 =0, $: неотрица- 
ЗОЕЪЕН, ереходя к Ум -& ‚ сводим дело к счетной аддитивности 
Теорема фату. Пусть 1. - неотрицательные интегрируемые Функции, Ух 

\, х)интерралы их ограничены: {$ С. Тогда Ф интегрируема 
и С „/схолимость $4 к {1 не утверкдается/. 
Доказнвается путём перехода к монотонной последовательности $: = 


мм \) уе) и применения теореми Б.Леви. Подробнее см.у Кириллова 
и Гвишиани, стр. 45,46. зо 















_- определена норма’ 141 ={С 








уе о ии раннее ар че ФВ дро емо иП одни ть "пл деи но анйаи Ве о то ее а ааа Ни ок жещеы а пам земные ен 


у И | | 
мы | АУа и 


тся при замене функции ча 
ках теорем можно заменить 
сть и ограниченность почти 





у по формуле М! =И И. 
Н { Ункций с точностью ^ до равен- 
А р -о == 1= почти всюду, Выполнение 
ВОЙ тЕ нормы “очёзедно, кары, . получающееся пространство 
/оно обозначается в лно. Для этого достаточно ВАТ 
ООО т о ‹ ‚ для которых \ 2+, — {< 2 
усть такова. 
т При почти всех х существует И и 
о: е 


эм 
| 
у 





оказательство. Нужно доказать, что яд = Ч :(>)) сходится; 
в силу теоремы Б.Леви и неравенства |1; - Ц он абсолютно 
сходится при почти всех Х , т.к. о елобЬ и (х) = 

2 Ем <\-4(0| возрастает и имеет ограниченные интегралы. 
Из т видно, что все м ограничены интегрируемой 
функцией $\= 55 Ум(и поэтому 4: = поточечно сходится кди 
ограничено 29 , поэтому {1 — И 

15. Пространство Аа, 

Рассмотрим ЕРИНО рии с интегрируемым квадратом /т.е. такие, 
№ > Я т функции образуют линейное пространство, т.к. 
А 

т м случае в о на 
м р ь оавой. части существует, 18. - измеримая функция 
| 41| = РА |). Все свойства ово Зроиззедения выполненн, 
ой того, чт $ 0хо при, 1% ; последнее станет верннм, 
если перейти Икак и’ в случае к классам ети. По- 
сле этого мы получаем езк Е пространство 4. (Х,^) ; в нём 


ника. Заметим, что, во ут говоря, аа и 1. 40Д,. /примерн: 


‚ /а415а) на и. й А/В; если мера пространства. Х конечна, то 

Ро - Е. ИИ, 2 [о УИ. „з Это вытекает из соотношения 

<}, 4> = Е 

Теорема, ТЕели мера 6 & —-конечна р е, Х есть Е: счётного 

числа множеств Ха... Х.,... конечной меры/, то пр-во (..(Х, №) полн 

Е ство Пусть, как и раньше, 4: - последовательность фУНКЩИЙ 
уч — Ра 


ВМ. При почти всех х существует т (х. 


Док-во леммн. Достаточно доказать, что для любого Л/ множество тех 
хЕХ ля которых предел не существует, имеет меру 0. Это сле- 


дует из леммы редндущето пункта и неравенства \\ фи- (Хью) < 

< Ом) И И, (ХА д< хх (Хм) И в. ть на. 
Обозначим предел через з Донажем, что . В силу фундамен- 
талькости нормн всех 4; ограничены: 94 ода 5 т к пре- 
‘делу при ‹—> => по лемме фату, а Ч ода м ‚ Т.е. Се». 
Докажем, чт0` Ро в 1, т.е, а ый ‘Ах мало. В. 
и предположени И © 2 о, выполнено М {+2 -8 | ВО и - В 

$ ем Ц х < (2. т р К пПеделу при Р-= == по теоре- 
ме Фату, имеем, что \3-4!< 2.7 Теорема доказана, 
Пример. Пусть о «(А Число, элементов в А . Получающиеся 
простоанства АХ, (Х, ^^) состоят из последовательностей 

©. , ДЛЯ ротор ры \ РН 2 соответственно/ конечны; нормы 


Я вид, 21: я (Е | вийполице пространства обозначают- 


< 2.19 Де _ На нём определено скалярное пров зведение: . 
омплексно! й 


‚ удовлетворяющая оразенству треуголь-.. 


т 
Н 


ране ^ нокиа лоь а ос пота уе 











| ‚ < мерой /счётно-аддитивной, в03- 
можно, с бесконечными значениями/, Мы хотим определить меру ху 
на ЕхЕ. Для этого рассмотрим полукольцо множеств вида Ахв ; 
тде А<Е ‚б<Г , м(А).и У(6)  конечнн. мерой такого множе- 
ства объявим произведение «(А)- у(8) . Чтобы продолжить эту меру 
на  О-алгебру, надо установить её счётную аддитивность. Её гаран- 
тирует следующая | 
Лемма. Если АхВ= (А; бе, А: х 5. попарно не пересекаются, 
мерн А; ‚, 8 ‚, А и л В конечны, то м(А).у(в) = м(А (в) 
Д-во. Каждому подмнокеству 5 вида Хх\У ‘ в множестве ЕхГ. 
‘сопоставим функцию на Е =, определённую так: : (2) = { О,если хёх 
С У(/, если х<Х 
/ (9 -"мера  ж-ого сечения множества 5 "И, это, очевидно, 
интегрируемая функция, и её интеграл равен мере множества А, 
‚ т.е. /м(Х)-у(/). Лемма утверждает, что ‘Л4дке = 2 ЛА. ке, 
‘Это вытекает (согласно теореме Беппо Леви о монотонной ое | 
из того, что для каждого х значение 44,,(х) равно 2 фд, хе. (>) - 
А это верно потому, что из равенства АхВ= [| А; ХВ; вытекает 
_ аналогичное равенство для < -нх сечений этих множеств, зи 
Теперь продолжаем меру с полукольца`на  б’-алгебру и получаем _ — 
„пространство с мерой ХЕХЕ , мхи Ра . Эта мера, возмохно, ри 
‚..- Нимает бесконечные значения, Нана 
Замечание Т, Доказательство леммы наводит на мысль определить меру 
р в ЕХЕ по формуле и(4А)= ДЛ: УСТ < ху АЗ) ам. | 
| Хотя это равенство и справедливо /0б этом см. дальше/, но определе- 
нием оно служить не может, т.к. измеримость сечений и интегрируе- 
мость полученной функции ниоткуда не следуют. | 
Замечание 2. Равенство _деку(А хв) = «(А)ку(8) верно и для мнокеств 
А и В бесконечной меры, при этом Охе2 можно считать равным 
‚0, если мера в пространствах Е и Е является 0 -конечной 
/прозерьте!/. 
Замечание 3. Ролив Е и Г меры ми и получены путём лебегов- 
ского продолжения с некоторых полуколец ЖФ; и К_ , то при 
определении меры в ЕхГ можно рассматривать полукольцо мнохеств 
вида АР, МЕКЕ , ВЕКЕ , и получится то же самое. 

















Замечание 4, — Операция ‚ произведения нескольких пространств с. 
мерой ассоциативна /проверьте!/, 


поэтому можно говорить о произведении любого конечного числа пр-в. 
Замечание 5, Легко видеть, что произведение бб -конечных мер яв- 
ляется б-конечным, , 


Ра нетрилеруит претит рати! 
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ИНТЕГРАЛ. 4. 150 _ стр. 
`В. Тесоема фтбини, Начнём с Ффоомули | 
| Пусть заданы пространства с мерой (Е, м) И ‚ Мер 
гаются б-конечными и  полными/любое подмнонество множества меры 9 

измеримо/ 
Теорема Эубини 





| . `` Пусть АсЕХЕ - измеримое 
/по мере мху / множество. Тогда для почти всех /но мере м / 
элементов хеЕ множество А» = Ти <, уе А} измеримо, неот- 
рицательная функция Хн> у(А.„) измерима и (А) = у (Ам о. 
Теорема Фубини для функций, ах 
Пусть У `ЕхЕ —> К - измеримая /по мере мху / функция. Тогда: 
_- М для почти всех /по мере м / элементов жеЕ функция 
_Зе:у =>} (х,и)  измерима; | 

_ 2/ если Х интегрируема по мере иху ,‚ то при почти всех х 
функция У». интегрируема по мере У , /определённая почти всюду/ 

функция х =» {-Рх интегрируема по мере д а 4. 4) 4м = 

Ея ее Же. 

_З/ если $  неотрицательна /не обязательно конечна/, то /опре- 
|. ‚. дДелённая почти воюду/ функция Г. измерима и - 
Гм... О =. 

РН: Прежде чем дё^ зывать эти теоремн, сделаем разные ‘замечания, 

Т., Сечение измеримого множества мокет быть неизмеримым; любое мно- ' 
' жество на прямой х=о , лежащей в плоскости, измеримо. Поэтому = 
‚ ‹ оговорка "почти все" существенна. 
Отметим, кстати, что сечение борелевского множества в произзе- 
Е. дении топологических пространств является борелевским, т.к. семей- 
г ство борелевских мнохеств, все сечения которых борелезские, обта- 
зует 6 -алгебру, содеркащую открытые множества. 
2. Теорема Фубини для множеств вытекает из теоремы для функций 
‘-  Имокно применить к характеристическим функциям утверждение и 
| ‚ 8. Утверждение /1/ теоремн для функций вытекает из теоремы для мно-. 
’ жеств: для кахдого я<@ выберем множество А. <Е тех хеЕЁ , 
для которых © -0е сечение множества >| (жи) <} измеримо; 
тогда для 2<< (1{А. [че@? функция {= будет измеримой. 

4. Из теоремы пля множеств вытекает, что если +: Х >В - из. 

меримая неотрицательная функция, то мера её подграфика 1<2,4>| | 

0= ч<4(»)} в пространства хх равна её интегралу 4*7. 

Требуется проверить лишь измеримость подграфика. Если <  прини- 

мает счётное число значений 4%:} , то подграфик является счётнни 

объединением множеств 74:1) х [о,х;| . Для произвольной Х. 
_ рассмотрим сходящуюся к ней монотонне убывающую последовательность 
к функций ; ›с0о счётным числом значений ; подграбики 1;  измери- 














ИНТЕГРАЛ 4 #51 „` РЗ, 
мы и в пересечения дают полграфик +. | 
5. Предндущее замечание позволяет вывести пункт /З/лля функций из 
в теоремы для и ств, В самом деле, пусть 1: Ехр-»! измерима я 


5 


неотрипа Её под П - язмеримое подмнокество ЕхЕх®, 
|. применяя теорему для мнокеслв /и ассоциативность о Е 
мы видим, что мера подграфика /равная $” / равна ТЕ * (мер | 
| Х-ого сечения пам . Ах -06е сечение Г есть подграфик я 
ции $9 59) , поэтому подннтегральное выражение почти всюду | 
существует и равно | 4 (ж, 4) {у (+). | 
6. Представляя произвольную интегрируемую на ЕхЕ функцию в виде 
разности двух неотрицательных функций с конечными интегралами, мн 
легко выводим утверждение /2/ теоремы для функций из утверждения Из: 
| /один из шагов этого рассуждения: если # неотрицательна и инте- | 
| | трал + конечен ‚ то уму иьсеей, следовательно, 
Их, у) 4у(у) конечен почти всюду. / | | 
Итак, осталось доказать теорему для множеств. Назовём измеримое 
множество АсеЕХЕ хорошим, если для него выполненн. утверкдения 
р- | теоремы, то есть: | 
| ``. М при почти ввех х сечение А. измеримо; 
о. `2/ /определённая почти веюду/ функция жь> У(А»х) измерима;  ' 
- 3/ (Ту(А») Чи () = ху (А) = | в. 
`` Нам надо доказать, что вое измеримые множества хорошие. т 
А. Всякое множество вида Хх\ —, тде Хе ‚ УФЕ — - множестве 
конечной меры, хорошее, /очевидно/. | сие 
| Б. Объединение конечного числа непересекающихся хороших множеств - 
-^’  схорошее. Если Асв ‚ А ‚б- хорошие, мера В конечна, то В\А 
хорошее /очевидно/. 


, 


ыы 
3 ФФ = 
а 

24 
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В. Бели Х.с к - возрастающая последовательность хороших 

множеств, то их; - ООВ: /Иследует Из теоремы о монотонной Е 
мости/. = | 

_Т. Коли .Х, >х, > - - убнвающая последовательность хороших мно ( 


жеств и мера ЖЕ конечна, то №Х; - хорошее. /Переходя к дополнению. 
до Ха , применяем Би В/, 


| 
< Назовём У -множествами счётные объединения множеств вила Хху „; 








Конечные пересечения и счётные объединения ух -множеств являются 
> -множествами /в. силу . равенства (ФАДА(ив; ) > \ (Аз лВрИ. | 
с, Ё 
Из Ди В следует, что все > -множества хорошие. 9 


.-® 


но из которых имеет конечную меру. Вспоминая, что конечное пересече- 
ние > -множеств является У -множеством, видим, что всякое П5- 
множество есть пересечение убывающей последовательности 2 -множеств, 
одно из которых имеет конечную меру, и, следовательно, всякое П>- 


°’ Е. Назовем пох -множествами счётные пересечения $5 -множеств, од- 
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| Е: то. Ч 
’ множество хоронее, 
{. Всякое подмножество @ хорошего множества А меры 0 хоропее, 
Е самом деле, почти все сечения А имент меру 0 и, следовательно, 
почти все сечения В измеримны и имеют меру 0. Здесь мн пользуемся 


полнотой меры в Е !/. 
З.Всякое множество меры 0 хорошее, /Пусть мера А равна 0. Существу- 
ют $5 -множества сколь угодно малой меры, содеркащие / , их пере-' 
сечение является —П> -множеством меры 0, содержащим А . Остаётся 
применить Е и ИИ. | зи" 1 
И. Всякое мнохество № конечной меры хоротее. /В самом деле, суще- 
ствуют > -множества, содерхащие А , мера которых сколь угодно: =“ 
‘мало превосходит меру А , их пересечение есть объединение А и 
некоторого множества меры 0. Остаётся применить Б и 3З/. 
К. Всякое измеримое множество хорошее. /В самом ‘деле, в силу б-ко- 
нечности меры в ЕхЕ всякое измеримое множество является объеди- 
нением возрастающей последовательности измеримых множеств конечной 
меры. Остаётся применить В/. Е | 
Теорема Фубини доказана. Сделаем ещё несколько замечаний. 73 
/Т/. На одной из олимпиад предлагалась такая задача: назовём прямо- . 
угольник полуцелым, если одна из его сторон целая. Доказать, что 
_ - если прямоугольних можно разрезать на несколько полуцелых /е парал- 
р лельными сторонами/, то он сам полуцелнй. 
°` решение; Назовем функцию #(,ч) регулярной, если она представи- 
ма в виде произведения # (у) = Ф(х) Шу), те ®Ф и ф - бункции 
`с нулевым интегралом по любому отрезку длиной Т. Назовём прямоуголь- 
Е _ ник /со сторонами, параллельными осям координат/ регулярным, если 
| интегралуот любой регулярной функции равен 0. Очевидно, что: 1/ пря- 
‚о  мОоугольник является регулярным тогда и только тогда, когда он являет- 
г. ся полуцелым /теорема Фубини/, 2/ если прямоугольник разрезан на ре- 
| гулярные, то он сам регулярен. сое, фе 1 
"И Е // Применяя теорему Фубини к непрернвным функциям на прямоугольнике 
(а, ‚61 й [<,^) , мы получаем, в частности, что /(/е (ку) ух 
т а ( 18 к 4) еж) 9. Эти интегралы можно понимать и в смысле Рима- 
на, так как интегрируются непрернвные функции /это следует из равно-. 
мерной непрерывности $ /. Это равенство можно доказать и иначе; 
оно очевидно для функций вида (хх). У (4) й их сумм, а такие суммы ‹ 
плотны /но теореме Стоуна-Вейернтрасса/ в С((о, 81 х (с, ). | 
3. 0656м в”, | 
‘Определим параллелепипед в о натянутый на вектора %,,., 2%, 
как множество {^, те Аи] 05 А,.,»<$1 или, иными словами, как _ 
образ куба 0< ^.,...^ < 1 при линейном отображении, переводящем 
& —ый вектор стандартного базиса В” в х:. 
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ИНТЕГРАЛ 4 А | 
И | ое 
Тесоема Т. Для любых вехторов %4,.., Же К. следующие величины 





и 
[/ мера параллеленипела, натянутого на то - 
аа ВЫ ‚ где « - антисямметрическая полилиней- 
ная форма на [К” , равная Т на стандартном Вата Е 
/напомним, что такая функция единственна, см. аи Вели 

З/ модуль определителя линейного оператора, переводящего 


АЕ ЕЕ ЗЕЕ ИНЕТЕ У -ВИЕААНВ 


ыы = в т р | 
4/ квадратный корень из определителя матрицы Грама 
Эта теорема состоит из двух частей: (вы бе а. СЖ) 


равенство величин 2-4 относится це- 


ликом к линейной алгебре, и о нём . | 


позже; равенство /1/=/З/ очевидно (4%)... (еж) 

вытекает из следующей основной теоремы о мере в №”. 

Теорема 2. Вели м - мера Лебега в №”, А: №" > В” = линей- 

ный оператор, Е< №” - измеримое множество, то АСЕ)  измеримо, 
^(А(Е)) = (Е). А] /При этом полагаем <>-0- о А 


А 
борелевское. В этом случае А(Е=К“Хе) также борелевское и вопрос о его 


_ Первое доказательство теоремн 2, | | 


’ Докажем теорему при дополнительном предположении: А обратим, ЕЁ - 


- измеримости не встаёт, Если теорема верна для операторов А и В | 


то она верна и для их композиции. Она верна для диагональных опера- \ 


ь ы > . А. 
‘торов: в самом деле, оператор с матрицей | | осуществляет 


изоморфизм между полукольцом т с обычной мерой и тем 
ке полукольцом с уменьшенной в |^,...”),„| раз ‘мерой, поэтому и 


„между их лебеговскими продолжениями.. а верна и для операторов 


ей? так как при применении этого оператора к любому 
множеству сечения его прямыми, параллельными 2; , сдвигаются. 
вдоль этих прямых; осталось сослаться на теорему Фубини. Но любая. 
обратимая матрица представляется в виде произведения диагональных 


вида | / Ав Ё-0м столбце и } -0Й строке, 6+4 /, 
1 


‘(достаточно одной/ и матриц указанного вида /умножение справа и сле-. 


ва на них приводит к вычитанию из одной строки /или столбца/ другой 
строки /другого столбца/ с коэффициентом, а такими преобразованиями 
лбая матрица приводится к диагональному виду/. Рассмотрим теперь 
случай измеримого, но не борелевского Е и обратимого А . Если 
м^(Е)=0 , то Е содержится в борелевском множестве нулевой ме- 
ры, откуда всё следует; любой измеримое Е конечной мерн мокно, 


добавив множество мерн 0, сделать борелевским; множество бесконечной 


меры содержит множества сколь угодно большой коначной мерн, и их 


образы также имеют сколь угодно большую меру. Если же А необратим, 


стеердесниня 
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т0 А(Е) содеркится в некоторой гиперплоскости, которая, как легко 
убедиться, имеет меру 0. Теорема 2 доказана, А“ 
у | ‚ Второе доказательство теоремн 2 предварим следующей важной лем. 


‘\инвариантная относитольно опвиров 


мой: ы 
Лемма. сякаяГ обрелевская мера у В ф^/т.е. мера, определённая 
на б -алгебре борелевских подмножеств в №” /, конечная на отра- 
ниченных мнокествах, пропорциональна стандартной лебеговской мере д. 


|® 





|. 
сх 


Пок-во. Рассмотрим случай и=1. В 7 ввелём меру мхи : 
Операторн вида (19 о ) сохраняют меру борелевских 


множеств /это следует из теоремы Фубини:ичения сдвигаются/, поэтому 
таковы и их произведения, в частности, таков оператор. 


ре [6 о ие й 
| Е 9 а. 
/это разложение легко получить, приводя его к диагональному виду 
преобразованием строк и столбцов/. Этот оператор сохраняет меру мно- 
жеств ХхуУ  тде Х,\ - борелевокие подмножества № ; 
т.к, он переводит Хх\ в \*(-Х) , м(®. (у) = ми). у(-Ю | 
| Выбирая в качестве Х ограниченное борелевское множество, лебе- 
|’`  говокая мера которого не равна 0, мы видим, что Е т и(у) 
_- Чт0 и требовалось. Лемма доказана. | АК, 9. 
а Бели А: Р^-, №^ - обратимый линейный оператор, то формула — 
о Уд СХ) = А(АХ) , где д - мера Лебега в №” , задаёт борег Е 
левскую меру, инвариантнтную относительно слвигов; по лемме ак, 
МА = Сл-/(. › где СА - некоторая константа. Отображение А С. 
ой является гомоморфизмом группы С. (и) обратимых операторов в 
+ с мультипликативную грушу ®*” вещественных чисел. Нам надо дока- 
зать, что он совпадает с модулем определителя. Это следует из того, 
что: ‘°./1/ он совпадает с ним на диагональных, 
/2/ он совпадает с ним на ортогональных /т.е, Сл=4 для 
ортогонального А / 
/З/ всякий оператор представляется в виде произведения диаго- 
нального и ортогональных. | | 
Утверждение /1/ ухе обсуждалось. Утверждение /2/ следует из тото, 
что пар при ортогональном преобразовании переходит в себя. Утверхде- 
ние /3/ вытекает из того, что всякий оператор есть произведение по- 
ложительного Р и ортогонального А ; приводя Р к ‘диагональ- | 
ному виду, мы представляем его в виде произведения диагонального и _ 
двух /взаимно обратных/ ортогональных операторов. 
Второе доказательство теофемы 2 окончено. 


Осталось доказать алгебраическую часть теоремы Т. Выражения /2/ и 
/З/ из этой теоремн, очевидно, совпадают /см. "Определители"/. Дока-. 
жем, что они равны /4/. Для этого рассмотрим функцию 


а А 

















еыв к 
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(7х 1; Чл) (а 94) 
о в = 2% Е 
4 ( 4 ) р <. %,,9,). | ( ра 4 Ч.) 
При каждых 7“ она, является антисимметричной функцией от 
Ул -. м ‚Поэтому Ч. о с 


где “ - антисимметричная форма от що: ч„ ›‚ равная Т на А 
Функция С такие полилинейна и антисимметрична, поэтому С (х.. х.) = 


рено (ОН и, таким образом, хи. р ты 
я Г и (4.9, Тем самым определитель матрицы Грама про- 
порционален “^ а . Коэффициент пропорциональности равен Т 
(подставим “^^. @,„ ). Требуемое равенство доказано. Другое дока- 


зательство того не может быть полученонна основе следующего зашеча- 
ния: определитель матрицы Грама не изменится, если к <, прибавить 
некоторую линейную комбинацию ›. „-, (для двух векторов: 


деф | (>. х) {*, \ + А {*, ю) а я а и 
ал ура ламер = о ое 


ы С: № ло. бак. _ ‚(х, $ ) 
д | (х.#) 9) + те р | яв | _ 


Не меняется при этом и объём, т.к. а и "основание" (натянутое 
на *,. Х,.. ) остались прежними. Поэтому можно считать *Х„ орто- 
гональным >.  Х,., $; при этом определитель окажется равным про-. 
изведению квадрата объёма основания (рассуждаем по индукции) и квад- 
рата высоты. Теорема Т доказана. 

Согласно теореме Т, в любом евклидовом пространстве возникает ме- 
ра; значение этой меры на любом параллелепипеде равно квадратному кор- 
НЮ ИЗ тен матрицы Грама его рёбер. 

. Замена переменной Е. 
Теорема о замене переменной. Пусть о два открытых множества 
В ре —диффеоморфизм си означает, что Г - вваим- 
но-однозначное и гм- ненрерывно иифференцируемы). Тогда: 
Т) ^<О измеримо тогда и только тогда, когда измеримо Е(^; 
2) лля измеримых ^ верно равенство № (Р (А = м Се Р' (х\\ 4 () 
3) если 4`\У>Ё - ивщмеримая неотрицательная о то функция 
ха Ч (Ром ат измерима и 
У ЕСО 149 Ро) Ам (<) 
4) ви Ам ъ к - интегрируемая функция, то функция Хе? (Е 
 \ЕКю| интегрируема и 5+ = У, СЕОУ Ри (х) 

Формулировка этой теоремы важнее её доказательства. Приведем при- 

мер её применения: вычисление интеграла в полярных координатах. 


Пусть О < 0, += х 10[ У. ”- [о +21 
к) 








РФ (Го, гм) бам) ие шк. Уф = 
У 
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< ый, # Х. тер я ф| # , и 3 о ры 
м ^^ |мф топа |= УТеОрема субини/ = 2 ъ ие 
= 2" =Л, С другой стороны $ = Ь1 = (се ^`), откуда 
Ле” жа 


казнвать эту теорему, сделаем некоторые замечания, 
ледует из пункта 3/ /интегоируемая функция есть раз- 
НОСТЬ двух неотрицательных ‘измеримых с конечными интегралами/. 

2. Пунктн 1/ и 2/ следуют из 3/ : если в качестве + взять харак- 
теристическую функцию множества |Н(А) , то видно, что из измеримо- 
сти Е(№ следует измеримость А и равенство п. 2/, чтобы вны-. 
вести измеримость Е(А) из измеримости А , то же рассуждение 
‘следует применииьк [`*, 

3. Мы начнём доказательство теоремы со следующей леммн: 
| Лемма Т. Если Ас? измеримо, то [(А) измеримо и 
с к чо ЕЮ Е Уд 12% Р^(5=)\ Ам»). 

Затем из этого выведем такое утверждение: 

Лемма 2, Бели { - неотрицательная измеримая функция на \У , то 
` функция + # (Е (5х) | Е измерима и 

| Е ФЕ Ро вби). 








в 
а ‘4, Из леммы 2 легко следует пункт 3/ теоремы: применяя лемму 2 к | 
ве = ^*, легко получаем обратное неразенство. Итак, надо доказать | 

. лемму 2. | Ё 


№ 5. Будем выводить лемму а из леммы Т. Прообраз Яюбого множества при 
29 $ И фь Е связаны отображением Е , поэтому из леммы Ти 
р измеримости функции ф следует измеримость функции г о ь 
Умнохив её на непрернвную функцию 2 +5] о(+Х. го | , мы т теряем 
„ измеримости. Остаётся доказать неравенство. Если Г < С? /двакды 
непрернвно дифференцируема/, это легко. Рассм отрим отображение 
Р.А Ох№ > Ух —, определённое так: Е, (+) = СЕ › [4% РЕ». 
Вели Рес? , то Рлес*и Р.() - |2) о 
поэтому |4 Р,(>)|=4 хо РО * 
Если + - измеримая неотрицательная функция, то её подграфик и под- 
график функции ж+> Ф(Е(х». [42 Е“(х)| переходят друг в друга 
при Е, и остаётся сослаться на лемму Ти теорему Фубини. Бели же - 
[< С? , можно рассуждать так. Если 2 - функция с конечным 
числом значений, то # есть сумма характеристических функций изме- | 
римнх множеств, и для неё верно требуемое неравенство. Роли {= про-: 
извольная, то мы воспользуемся равенством Г*$ = 2ир 1 39 | $ - измери-. 
мая Функция с конечным числом значений и конечным носителем, <} 
/докажите его/ и соответствующим неравенством для ИЕ а 
6. Итак, осталось доказать лемму Т. Для этого зафиксируем константу 
сС>1 и докажем, что АСЕ(м)) < С. > [Е Е\2е>| 4 (5). Мы докажем 
это, начав с пробы А и переходя к ве сложным. Измеримые мно-, 
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АЗ ве: 
для которых  Р(А) ЯЗиеримо и выполнено требуемое 
—. 
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7. У ВСЯКОЙ ТОЧКИ о" существует такая окрестность \Х/ , что 
любой кубик, содеркащийся в \\/ ,‚ хорош. Локажем это. Его образ из- 
мерим, так как является прообразом борелевского множества при непосе- 
рывком отображении Е`*/вообще говоря, образ борелевского множества 
при непрерывном отображении не обязан быть борелевским/ 


э х 


К 


——== = 





Отложив пока выбор \Х/ —, рассмотрим какой-нибудь кубик К . 
Пусть < - его центр. Рассмотрим наряду с Е(К) образ а куби-. | 
ка К при функции Ко(и)= Е (>) + Е’) (и->х) . Мера К’ равна | 
[её Е’(ж)|-- м (КЮ) ‚ Покажем, что мера Р(к) не может сильно | 


| 
:. 
О 
Е 
| 


_ превосходить меру К’ . Рассмотрим К” - прообраз ЕСк) при. 


отображении Е, . Посмотрим, насколько К” может выступать за 
пределы К . Боли иеКк” , 10 из Р"(ЕСЕУ) для ‚некоторого в 
ЕК и Ци ИР" (ЕС))- Ро* (Ро СЕЛИ ИР) Г.Р) - Ро < 
<1 2) -* |. Е -жи- Зив | | 24) - Е4ж)И < 29-7“: (размер кубика. К) + | 
(колебание Е’ на Кубик). Поэтому. К” содержится в кубике с тем 
| 
} 


‘же центром, чо ик, но, чуть большего размера /увеличенного в 


4-Е <=) 7". (колебание Е’ на К) раз/, и Е(К) содеряится в 0б- 


‘разе этого кубика, имеющего меру [Е <) |+ (к). (44 ВЕ) |. (коле- 
. бание Е’ на Е))* /и- размерность пространства/. А нам нало, 


чтобы мера Е(К) не более чем в С раз превосходила Се Ра | 
что отличается от величинн  м(К). | Р (>> | не более чем 

на величину Се)" колебание «%%Р'’ на К), `Тешерь ясно, как 
нужно выбрать \/ - надо, чтобы в \Х колебание Е’ /и «Е! р 


_ ^ было мало, а функция |Е'(>=)`*\ ограничена. Это можно сделать, | 


так как ЕРЕС* . (Заметим, что в этом пункте неважно, входит ли гра: 
ница в кубик.) | | | 
8. Объединение конечного числа непересекающихся хороших множеств хо- 


рошее. Тели А. сА, <... - возрастающая последовательность хороших | 


множеств, то /А;- хорошее. Первое очевидно, второе следует из того, 


что СУЕСАЕ)) < 9 м(Е(АЙ) | та . 


9, Любое элементарное множество /произведение отрезков/, содерхащее- 


‘сяв С” вместе с некоторой & - окрестностью, хорошее. 
_В самом деле, его замнкание - содержатяйся в С” компакт - можно 
’ покрыть такими окрестностями, что любой содержащийся в них кубик 


хорош /п.Р/. По лемме Лебега существует такое 9 , что всякое под- 








| 
| 
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С 


[2 


множество диаметра не более © содержится в одн ой из них. аа 


разрезать наше элементарное ! множество На кубики / если его стороны 


соизмеримы, иначе представляем его как объединение возрастающей 


`деркащихся в Т” вместе с окрестностями, как в Т5/. а 


Фодеркащейся в этой 2/2 - окрестности; их пересечение будет хорошим о ы 
множеством меры 0 и интеграл по нему /в силу ограниченности ^^ 


последовательности элементарных множеств с соизмеримыми сторонами./ 
После этого мы выходим на привнчный. путь рассуждений. 
10. Назовём ХУ -множеств м объединения счётного числа элементарных 


“ множеств, каждое из которых содержится в [/ вместе с некоторой 


окрестностью. В силу 8и9 всякое. .>. -множество хорошее. Пересе- 
чение двух Х -множеств есть 2 -мнокество. 
1. Боли А.>А,2.  - хорошие и 5%, [42 Ро бе ‚ то 
ЛА: хорошее, /Это следует из того, что в этом случае 

А: - ‚ = а. А й : 
12. Назовём о; в пересечение счётного числа х МНО: 
жеств А; , для одного из которых 5%. 146 Р(&)|4м(х) конечен. Из 
10 и ]1 следует, что всякое. П? -множество хорошее. 
13, Всякое о. подмножество б хорошего множества А , для 





‘которого },...-о , хорошее, 


14. Всякое о: множество А меры о, содержащееся е {Л 


| ‚вместе с &-окустностью, хорошее. В самом деле, рассмотрим его &р-0к- .. 


рестность; её замыкание - компакт, лекций в / , поэтому Е (=). 
отраничено. Теперь покроем А.с помощью 2 -мнокеств убывающей меры, 





9 Е’ / будет равен 0; оеталось применить 13. вы 
15. Всякое множество меры 0 хорошее. В самом деле, пересекая егос! 
множествами 2. =4 | (> <ии шар с центром ж радиуса содержится в. 
тир. представляем его в виде объединения возрастающей последова- ' 
тельности множеств, к которым применяем 14. 
16. Всякое ограниченное измеримое множество А ,‚ содержащееся в {7 
вместе с & -окрестностью, хорошее; в самом деле, оно содержится в. 
П2> -множестве В , для которого (ВА) =0 , тогда г. 
(ЕСА) < и (Р (87) 648.1 =С.44.... | 
]7. Всякое измеримое множество, содержащееся в , хорошее. /Пред- С 
ставляем его в виде объединения ограниченных измеримых множеств, со- . 









Доказательство теоремн о замене переменной закончено, С} 
Другое доказательство /см. "Основы мат. анализа" Рудина, там оно для 
непрерывных функций/ использует такие соображения: | 
а/ достаточно доказать для малых областей Ибольшую разбиваем на ма- . 


 лне/ 


А ВУ ОО А А ВЯ д м И За ЗАЗ ОВ САИ 


6/ локально любой диффеоморбизм есть композиция простых диффеомор- 
физмов (затрагиваящих только одну координату/ и перестановок воре: 


а. 
Е Пе 





















. динат 


‘жества этого утверЕдать нельзя (образ пересечения не есть пере- 
‚ сечение образов). "о неравенство с внешней мерой его образа 
. получается. (Подробно рассухдение проведите сами!) 


Теорема Сарца (случай равных размерностей). 
` ли Е: Ис“ > №” - отображение класса С , то образ мно- 
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В/ для простых дифбео морфи измов теорема сводится к одномерному слу- 
чаю /тде она доказывается с помощью неопределённого интеграла/. 
Предс тавление в виде композиции поостых делается так: есля 
ео Е,\: ^^, 9Р:/9х, +0 ‚ ТО отображение 
(22... жи.) +5 (Река, х.,..Ж)- ^^ . Простой дибфеоморбизм 
Илокально, по теореме о Неявной И _ оставшийся диффеомор- 
ФИЗМ затрагивает и-4 координат; с ним поступаем аналогично 
ит, м, | Е 
Утверждение, аналогичное лемме Т, верно и без предположения — 
о взаимной однозначности Е ;в этом случае измеримость Е (АУ ео 


не утверхдается, а мера ГЕ(А) заменяется на внешнюю меру. А именно, 


` верна 


Лемма 3. Пусть Е.И“ > №“ - отображение класса С*, 
‚А - измеримое подмножество 1” . Тогда 
АК (Е(А>) < 5 [4 Е'(%)[ 9 (5) 


. Доказательство. проходит аналогично доказательству леммы Г. 
‚При, этом используется то, что образ компакта при непрерывном 
‚ отображении - компакт и поэтому измерим, что > -множество 


есть объединение компактов и, поскольку образ объединения равен 
объединению обра”, образ 2 -множества измерим. Про ПУ-мно- 


Из леммы 3 винтекает 


хоства А= {*| Е’ - не наложение} критических точек 
функции [- имеет меру 0. 
Пока: ИХ Е' 
оказательство. В самом деле, к Е'(>)| = 
Аналогичное утверждение =. и для и нев 


` ‘при М+фи . ри тсхи ето легко можно вывести из доказанного 


утверждения, распространив Е на №”х А" `”` постоянно вдоль ®^`” 
При ити доказательство гораздо более трудно, и, кроме того, 
требуется большая гладкость (например, бесконечная дифференцируе- 
мость), а наличия непрерывной первой производной недостаточно. 


—д а 

















ег 








м 
На ы ФУ рьд Мо“ 
НЕ Постановка о и. Мы хотим. представить /7. -периоцическую 
> ыы й гб аа ы р АЕ Е я / р 7 Гы 
функцию — —«& в виде суммы ряда из экспонент © н”® 
о — 
а = Доне" 
р 


(Равносильная ЗАДАЧА: представить ее в виде суммы 26, с“ и^ё +е,3 ИХ} 
Как найти @„? Можно воспользоваться ортогональностью в (,([0,21]) 
(пространстве интегрируемых с квадратом комплексных функций на 

Го, 2т] ) функций Х: = ий (Множитель 1/\2я" 
обеспечивает единичную норму функции Х„ .) Если . в каком-то 
смысле равно )а„Х„ , то, наверное, (4, Хм) =2 4 (Хи, Хы) = Ащ- 


и Ям =<7,Х„». Что получится из этой идеи, мы увидим дальше. 


<. Определения. Пусть и — периодическая функция с периодом 9% , 
ЕАН р “Го. ай ве коэбфициентами Фурье называются 

числа о = ОТ о 5) г: (+  . Ряд да,» называется рядом Фурье 
функции И. ве будет интересовать вопрос о сходимости его част- 


` НыЫХ сумм к { в разных смыслах: в И ‚› равномерно, поточечно и 


т. п. 


‚3. (2 =сходимость. 


Теорема. Пусть И О, 2=\. Тогда частные суммы ее ряда 


- Фурье сходятся к ней по я 2 -норме. 5 
Доказательств . Заметим, что / -ая частная ‚сумма = 2 9кЛк 





ряда Фурье есть ортогональная проекцин 

на подпространотво, породенное ао а. 
Поэтому \#-#,| - кратчайшее а. 
от. до этого подпространства. Согласно 


теореме Стоуна - Вейерштрасса тригонометрические полиномы вида 


ний КЕ плотны в непрерывных функциях (по равномерной, и, 
следовательно, по 2-норме); непрерывные функции плотны в 4) 
(по [2 -норме). Поэтому любая функция из [> может с любой задан- 
ной точностью быть приближена некоторым тригонометрическим полино- 


‘мом 2 Ем ви Хк _ И еще лучше приближается  //-ой частной 


суммой ряда Фурье (а также всеми следующими). 


4. Убывание коэффициентов Фурье. 
Теорема.Т. Для любой интегрируемой функции # ее ИОНЫ 
Фурье Я, стремятся к О при п —>->. 
о: —- и ‚ то ‘ее коэффициенты Фурье лежат в Е : 
У [| 
8% ее Г — гладкая функция ( ё Ес --), то ее коэффициенты 
Фурье убывают быстрее любой степени И : для всякого Ё&е М 
последовательность @„’|и| ограничена. 
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# и - частная о, ряда 
_ бурье, то ( в силу ортонормированности Хк ) Ил 1 о и” 
Но это не превосходит |, (проекция вектора не Я его самого). 
Теперь мы видим, что утверхдение Т теоремы доказано для функций. 
| из [›, . Заметим, что если` Р и 9 близки в [. , то их коэф- 
| о фициенты бурье равномерно близки (одинаковые коэффициенты отличаются 
не более чем на М7. ие -э№.). Поэтому, приближая данную функцию 
из [,: функциями из [, (например, непрерывными), мы видим, 
что ее коэффициенты Фурье равномерно приближаются стремящимися 
< 0 послецовательностями и, значит, сами стремятся к 0. Для дока- 
‚зательства 3-го утверждения применим следующую лемму. 
Лемма. Роли {Е С’, то и -ый коэффициент Фурье функции # й 
получается из И -го. коэффициента Е умножением на си. 
(В самом деле, интегрируем (+ '(&) е*^< ах по частям.) 
Из леммы следует, что 1“. “| являются модулями И, -ых коэффи- 
_ циентов Фурье функции #“ < и поэтому ограничены а даже стремятся 
ко). д 
5: Але [5 [0,21 и 42 . Рассмотрим отображение Е 
сопоставляющее кахдой бункции йе а Го 21] (двустороннюю) последо- 
` вательность ее коэффициентов Фурье. (Раньше мы рассматривали й й-_ 
‚ периодические функции и должны формально потребовать Ре) (е} = Вы 
_ НО так как’ # определена с точностью до множества меры 0, то это 
_ несущественно.) Мы получаем отображение из (.ГОЖ) в а 
Теорема. Отображение Е является изоморфизмом евклидовых 
^ пространств [2 [о, 21] и # . Обратное отображение сопоставляет 
последовательности {@,„} функцию 2 &„Хи (сумма ряда вычисля- 
ется в [2 ). 
--Доказательство.Прежде всего поймем, что обратное отображение 
- корректно определено сказанным. В самом деле, если {аи е 6, 
_ то ряд > “К, сходится в [, по критерию Коши на и Хи (= 
|«„^ по теореме Пифагора). Теорема пункта в говорит, что 

















на СЕ тождественна. Проверим, что тождественна и вторая 
композиция ЕС . В самом деле, если Р=2а.Х, в [, ‚ тов 
силу непрерывности скалярного произвЕтония КИ а би ке 
Осталось доказать, что И+\ =) |а а . Это следует из того, что 
нормы частных сумл ряда фуръе по ое Пифагора равны частным 
суммам ряда > | . Написанное равенство называется равенством 


Парсеваля. @ 


6. Поточечная и равномерная сходимости. 


„Теорема. Если г. — гладкая функция, то ее ряд Фурье сходится 
к ней равномерно и, следовательно, поточечно. 











2 слове" со зетытты повелела ие ие от рн оон ри инии ме Ее нило чеЩЬЬ  Паениь че Помню го отт ое © Е х . 8 


‚ Ряды Фурье - 3. А62 
ольство. Так как #2 гладкая, то ди: и” ограничено 
и >|, <2> . Поэтому ряд Фурье сходится равномерно к некоторой 
непрерывной функции 9. Нов о он сходится к $ . Значит, 
п совпадают почти всюду и, в силу непрерывности, всюду 

Задача.Доказать, что в‹условии теоремы достаточно предпола- 

таль РЕС". | 

| Указание. Если 10, Е 6: то {б/и} Е 2% =. 
Отметим (без доказательства), что непрерывности Функции и далеко 
не достаточно для того, чтобы ее ряд Фурье сходился хотя бы пото=——— 
чечно. 

Мы рассказали о самых основных фактах (весъма обширной) теории 
рядов Фурье. Для более подробного ознакомления с ней рекомендуем 
обратиться к книге Г.Е.Шилова "Математический анализ. Функции 

одного переменного. Часть третья", М. Наука, 1990, гл. 14 "Орто- 
‚ гональные разложения", с. 205 - 260. 
































ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 
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1. Постановка залачи. Ряд 4 уръе есть разложение периодической 
функции 2. К —<© , то есть функции на окружности в /21 2. 
по функциям ФнЪ её" 8 ‚ являющимся хароктерами группы [/2 7 
то есть ее непрерывными гомоморфизмами в мультипликативную группу 
Г комплексных чисел, равных по модулю Т. Подобным образом преоб- 
разование Фурье разлагает функцию #: К>С по характерам аддитивной 
группы [К , то есть но функциям Ко (4) = ве ПЕ , 
мнокитель 2 добавлен для удобства.) 
=. Определения. Пусть {+ - интегрируемая функция из В в ©. 
М | Ее преобразованием Фурье называется функция ОЕ 
о #0) С а = 
и МЫ дем рассматривать такке функцию 2 (^) = и. (-^) = 

’’ а, называя ее (почему - ет видно) обратным преоб- 


ф 





м {< (+) е 
 разованием Фурье функции $. 
О 3. Непрерывность и убывание преобразования Фуръе. 


Ре, Теорема. сли Е — интегрируемая функция, то ее преобразо- 
И вание Фурье есть ограниченная непрерывная функция, стремящаяся к 
В. ее =. 





оказательство.Заметим, что |2 (^)| при всех '/) ограничено 
числом || : | Пе Ограниченность доказана. Докажем непрернвность. 
Пусть сначала о. равна О вне некоторого отрезка [ . коли ры 
близко к ЛД ‚то Ху и КЖ) равномерно близки на т и поэтому 
в. ба 20) и ая =2() олизки. Пусть + още и гладкая. 
Тогда (Ро) = Сео е-2®Абь те фе" = 2 (4) 





(интегрирование по частям). Так как преобразование Фурье функции 

{” ограничено (по локазанному), то преобразование бункции у 
стремится к 0. Итак, для гладких функций с компактным носителем 
(равных 0 вне некоторого отрезка) утверждение доказано. Из не- 
равенства [4(^)| = 4, вытекает, что преобразования Фурье ( 1- 
близких функций равномерно близки. Теперь утверждение теоремы 

для произвольных интегрируемых функций вытекает из того, что 

гладкие функции с компактным носителем плотны в [; и того, что 
равномерный предел непрернвных функций, ОЕ кО, есть 
снова такая же " функция. п | ке 
4. Пространство Лорана Шварца. Важную роль в дальнейшем будет играть 
следующее пространство функций, называемое пространством Шварца. 
В этом пространстве существует некоторая естественная топология 
(не запаваемая, впрочем, никакой нормой), но нам она не понадобится. 
элементами этого пространства являются гладкие функции из К в С 
убнвающие вместе со своими производными быстрее любой степени Х ; 
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‚ Преобразование Фурье - 2 Абу 
для кажпых $ а С дункци а жна 6 а 

каждых ‹ © дункция 7 (2). ®’ должна онть ограничена 
(равносильное в силу произвольности {. условие: должна стре- 
миться к 0). Например, всякая бфинитная бункция (тладкая Функиия, 
равная нулю вне некоторого отрезка) лежит в этом пространстве. 

В нем лежит также и функция х н> ехь(-хя которая нам еще пригодится, 
Это пространство обозначается ь 

Лемма.Воли ФЕр , то рее и ея: а Ра 
Доказательство. Убывание производных Функции [2е > х.. 605) ) 
следует из правила дифференцирования произведения. и Е: 
‚ Значение пространства, 5 состоит в том, что, как мы увидим, пре- 
образование Фурье осуществляет взаимно-однозначное отображение 
пространства © на себя. а 

5. Преобразование Фурье на. В | 

Теорема. Г. Прямое и обратное преобразования Фурье отображают 
2. в себя. | | 

’2. Они взаимно обратны на 5. 

Доказательство этой теоремы мы разобъем на несколько этапов. 
Вначале мы докаже”", что прямое и обратное преобразования не выводят 
из 5 . Затем мы`выясним, ка они. связаны . с операторами умно- , 
| жения на “2 и дифференцирования и из этого вывелем, что их компо- { 
зиция есть скалярный оператор - умножение на некоторую константу. 
| о "Наконец, мы докажем, что эта константа равна Т, вычислив преобра- 
|. _  зование фурье от конкретной функции. -. 
| ее — Лемма Т. Пусть ф еб. Тогца преобразования Фурье производной 
| _ и результата умножения на 27 сх  ФУуБКЦИИ р вычисляются так: 
| а) О > = 24.309 рый 
в) = ИЕ) (== (о 
В частности, (2 у" существует. ЙЕ — 

Доказательство. а) 4”) (^)= #2) е > = АА. Фе. «= 

= 27%. ее (^) (интегрируем по частям, внеинтегрального члена нет, 
тя так как + быстро убывает). Оо 84 о. 
6) Лиеренцируя равенство Ут $ (2) с. 2% ш0. А 
|. о находим, что (2°)”С®) = (ол Фо) 3, ИА 1. 
|. _ Обоснование: [42 (+52) -2 0} 5» а Е. е @(х). - а 1 дих 
можно сослаться на теорему о макорированной сходимости, так как 
дробъ не превосходит Эпех (заметим, что [е*®-4\ А ава у Ро - 
Обозначив через {Г преобразование Фурье (на 5.), через 

А - оператор умножения на 2х (АС) = 21} ), а через 

< - оператор дибберенцирования, мы можем записать утверждение —— 
леммы Л в виде равенств: р. в 
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‚ обозначить обратное преобразование Фурье, то, 
вспоминая, что Р()=#(-А), мы видим, что 
оф =-АзЕЁ, Ре А = ФРГ» 
Из леммы следует, что преосразование фурье любой функции и 5 
дифференцируемо и его производная равна преобразованию фурье 
функции - А+ и, следовательно, сама дифоеренцируема. Значит, 
? дибберенцируемо дважны (лля любой еЕЗ ), а значит, 
И трижды (потому что - Ах дифференцируемо дважды) ит. д. Итак, 
? - гледкая. Мы знаем, что ф` ограничена для любой ТЕР 
‚значит, И (27) ограничено для любого №, то есть ИЕ 
ограничена. Ограничена и функция _ А“ (>54 — , так как 
р (АСЕ) Итак, ФЕ < . Мы доказали, что преоб- 
разование Фурье не выводит из класса р. Аналогитне И обратное 
преобразование таке ‘не выводит из : 
| _ Из леммы следует также, что композиция Е > Е сохраняет 
| _ и коммутирует с операторами Ап: Е-Е- А =-Еэ2оЁ = Ао °Ё 
|. . и аналогично для >. | ——- 
м Лемма 2. Всякое линейное отображение Ф $—>3 ‚ коммутиру- 
- ющее с оператором А , есть умножение на гладкую функцию. ВА: 


ТА — 
Если через Г 


——=< 


‚_  `Докавательотво. Докаяем она а, что если Ч? коммутирует. 3 
С и аа =0 для некоторого аЕ® „тот . 
(ф#) (<) = 0. Ця этого воспользуемся следующей леммой. 
Лемма Апемара. Воли $ - гладкая функция, о 
Ф можно представить в виде 2 =) =(х -=) $ (5) ‚ те @ - гледкая. 
‚Доказательство леммы Аламара.В одномерном случае, который мы 
сейчас рассматриваем, 9 определяется однозначно: (м) = ЕО а 
(=) = И ( о) . Но доказательство тлапкости все равно косвенное: 
+(>) = [4-5 ЖЕ = | ВЕ (+2) о = ж. — ф (Еж) = с. 9-(=}- а 
(мы предполагаем “-=90 ); гладкость 9 следует из теорем о 
лифференцировании под знаком интеграла. р 
Вернемся к доказательству леммы 2. Рели 2()=0, то по лемме 
Апамара  #(®) = (® -^) (=) › то есть 2 = Ко _ — 
отсюда Фр= =: ФАз -а4 >Е А.А) = 2, №0 — а 0), 
то есть [Ф4)] (09) = (С - и © ‚ и поэтому ФР (о) =0. 
Итак, мы доказали, что если 2 (2-20, т0и ф? (о) =0 . Следова- 
тельно, если 2, (=) = #›@), то ФР, (<) = ФА (=) , поэтому значение 
`фё в точке @ зависит только от значения { в точке @ 
Эта зависимость, конечно, линейна. Итак, Ф есть умножение 
° на функцию ` [Ф(#) (<) = «(х).#(@®)`. Осталось доказать гладкость ф, 
чего взять в качестве $ функцию из ‚ нигде не равную = 
В (непоимео. = екр(-**})- р | 





р. 
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Лемма, 3.Всякое. линейное отображение Ф пространства © 
‘в себя, коммутирующее с 5. й > , есть умножение на константу. 
оказательство. Мы уже знаем, что <Ф есть умножение на не- 
которую гладкую бункцию Р . Осталось воспользоваться условием. 
коммутирования е ® : (+20) = ©] 2х) +#'0) $09 
должно равняться ©(%).#(К). Таким образом, ©'(к).{(>)=0 для 
всех хи ф и потому р. о 
Итак, Г °ЁЕ (и Е°рЕ, )` есть умножение на некоторую 
константу. Остается найти ее. 
_ Лемма _4.При преобразовании Фурье функция фе ы а = 5 
(при подходящем (С.20) переходит в себя. . 
Доказательство. 2 СА = у ехр(-27(4х) ер (-С х2) 4х = 2 
(реер-(Сх? + 2 Аж) ах —” р р С пл) ах - ее ПА) 


эжр (- 24). у езер (- 612) 4. 

— .- ан хр (Ст), 
Применение теоремы Коши к функции\и нарисо- 
ванному контуру при |-> => показывает, что 
интеграл по -("“^ можно заменить на ин- 
теграл по Е. „Пр этом получим: еы © 
) 4 (4) = ехр(- и. 22 Е ежу ( (Е х)2) Ге х) = у= ас (1. г = 
| ‘Остается положить с=П-в о = 
, Так как эта функция четная, она переходит в себя и при обрат-. 
ном преобразовании Фурье. Из сказанного следует, что Е > 5Е = 
И РеЕ. суть единичные операторы. Теорема. доказана. 

6.  Преобравование Фурье в_ 2 | 

‚ Теорема. Преобразование или как отображение из С В < 
является [2 (2,2 ‚х)-изометрией: о 

- Доказательство. Лостаточно доказать <, ря = си, 97 _ 
а Я. = —. получаем требуемое). А это очевидно: 

<, $ = Л 309 27" цих = $7,9», в. 

Так как 6 плотно в (. (докажите!) и ро полно, то 
прямое и обратное а = Фурье могут быть продолжены на_ 
все (0.2 и по-прежнему будут обратны друг другу. Эти продолже- 
ния называются прямнм и обратным преобразованиями Фурье - План- 
переля. Если функция { лекит и в 2 ‚ив (2 ‚ то ее пре- 
образование Фурье (в рассмотренном нами сначала смысле) совпа- 
дает с преобразованием Фурье - Планшереля. 

Залача. Локажите это. 

Дальнейшее расширение области определения преобразования Фурье 
‘доставляет теория обобщенных функций. (Пример: преобразование 
Фурье константы есть — функция.) 00 этом подробнее см. в 
книге Киоиллова и Гвишиани "Теофемы и задачи..." 
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ВОПРОСНИК - ТЕСТ "Обыкновенные либФеоенциальнные уравнения“ 








Г. Прилумать такую не всюду равную 0 гладкую функцию Г: Р-р? 
чтобы на решениях уравнения 4’ = Г(у) функция Ф(,х,)=Х. + ©. 


-_ была бы постоянна. & \ 
| 2.Какому уравнению будет удовлетворять пин |= Ди \ 
\ тук 


если функция + Ее ‘удовлетворяет урав- \92 9 
нению х/(+)= Е (*, х(= 7 
3. График функции + показан на рисунке. 
Имеет ли уравнение 4" (4) = - 5'(4(% 
ограниченные р о о: а ? 

4.Рассмотрим в [^^ уравнение ч’”= (^.°#) у о еыы 
При каких значениях параметров & и $ это уравнение имеет 
решение, которое в 0 не превосходит 1 по норме, а в некоторой 

точке больше 1000 по норме ? . 

5. На прямой задано уравнение у’ = #(%) с гладкой и ограни- 
ченно07й + . Доказать, что всякое ЗЕВеНИЯ, этого уравнения 
можно продолжить на всю прямую.. 

_6. Рассмотрим дифференциальное уравнение /“() = Р(® 59), где 
Е  - гладкая функция на ®^ . Решения его с %(9) =0 и #(0)= 4 
продолжаются на [о,+=?Г `. Будет ли продолжаться на [©+=р 
его решение с==> ›) = ь 2 | 

<. 7.Построить тладкую функцию. 4 на прямой, для которой урав- 

`нение 4'= =7(#) имело бы определенные на Го, += [ решения 

при и(5)2.1 и не имело бы их при 4 (5)<1. Можно ли решить 

задачу, если 2 заменить на 7 ‚а < -на < ? 
8. Уравнение У'= Р/#) с гладкой Е: ^“--®^ таково, что 

«Е“(4), чЪ» < О для всех у , равных по норме единице. 

_ (Норма евклидова.) Доказать, что решение с начальным условием 

| 4 (6)= о продолжается на [0, +-=*(. . Верно ли это, если заменить 

.- < на = $? А есля заменить < на < ? 

_9. бункция ч:Р-Р удовлетворяет уравнению ${#)= + ^^ 
и начальному условию у(о)=4. Найти у(4ое) с ТОЧНОСТЬЮ ТО %. 








ава 


ТО. Рассмотрим уравнение Ч“ (+) = ас (9. Через Е обозначим 
функцию, сопоставляющую числу у значение, принимаемое в точке 
Я решением этого уравнения, равным в нуле числу це . Найти Е(о). 


Критерий оценок. 
Решены все задачи - элементарный курс Е дифференциаль- 


ных уравнений усвоен хорошо. 
Решено не менее 7 задач - ... усвоен удовлетворительно. 
‚ Решено не менее 3 задач - от изучения курса обыкновенных 
дифференциальных уравнений остались следы. АЕ 
Решено менее 3 задач - следов от изучения курса обыкновенных 
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